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Re´sume´
Mots cle´s : Supersyme´trie, the´orie de Yang–Mills, variables twiste´es, renormalisation,
identite´s de Slavnov–Taylor.
Cette the`se est constitue´e de deux contributions scientifiques qui ont donne´ lieu a` deux
se´ries d’articles. On construit dans la premie`re une syme´trie vectorielle dans les the´ories
cohomologiques via une ge´ne´ralisation de l’e´quation de Baulieu–Singer, qui de´finit avec
l’ope´rateur BRST topologique un sous ensemble de ge´ne´rateurs de supersyme´trie admet-
tant une repre´sentation qui de´termine l’action de la the´orie de manie`re unique.
La seconde se´rie propose une me´thode pour renormaliser les the´ories supersyme´triques
de Yang–Mills en l’absence de sche´ma de re´gularisation pre´servant a` la fois l’invariance de
jauge et la supersyme´trie. La prescription de renormalisation est obtenue en de´finissant
deux ope´rateurs de Slavnov–Taylor compatibles respectivement pour l’invariance de jauge
et la supersyme´trie. La construction de ces derniers ne´cessite l’introduction de champs
additionnels que nous avons appele´s les champs d’ombre. Nous avons ainsi e´te´ en me-
sure de de´montrer la renormalisabilite´ des the´ories de Yang–Mills supersyme´triques et
l’annulation de la fonction β dans le cas de la supersyme´trie maximale.
Apre`s une bre`ve introduction, le second chapitre propose une revue de la the´orie de
Yang–Mills de type cohomologique en huit dimensions. Le chapitre suivant examine les
re´ductions dimensionnelles en sept et six dimensions de cette the´orie. Le dernier chapitre
propose quand a` lui des re´sultats inde´pendants, sur une interpre´tation ge´ome´trique des
champs d’ombre, ainsi que des travaux non publie´s sur la gravite´ topologique en quatre
dimensions, des conside´rations sur la syme´trie superconforme et enfin la solution des
contraintes dans le super-espace twiste´.
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Abstract
From topological quantum field theories to supersymmetric
Yang–Mills theories
Key words : Supersymmetry, Yang–Mills theory, twisted variables, renormalization,
Slavnov–Taylor identities.
This thesis contains tow parts based on scientific contributions that have led to two
series of publications. The first one concerns the introduction of vector symmetry in
cohomological theories, through a generalization of the so called Baulieu–Singer equation.
Together with the topological BRST operator, this symmetry gives an off-shell closed
subsector of supersymmetry that permits to determine the action uniquely.
The second part proposes a methodology for renormalizing supersymmetric Yang–Mills
theory without assuming a regularization scheme which is both supersymmetry and gauge
invariance preserving. The renormalization prescription is derived thanks to the defi-
nition of two consistent Slavnov–Taylor operators for supersymmetry and gauge inva-
riance, whose construction requires the introduction of the so called shadow fields. We
demonstrate the renormalizability of supersymmetric Yang–Mills theories. We give a fully
consistent, regularization scheme independent, proof of the vanishing of the β function
and of the anomalous dimensions of the one half BPS operators in maximally supersym-
metric Yang–Mills theory.
After a short introduction, in chapter two, we give a review of the cohomological Yang–
Mills theory in eight dimensions. We then study its dimensional reductions in seven and
six dimensions. The last chapter gives quite independent results, about a geometrical
interpretation of the shadow fields, an unpublished work about topological gravity in four
dimensions, an extension of the shadow formalism to superconformal invariance, and
finally the solution of the constraints in twisted superspace.
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Description de la the`se
Cette the`se se de´compose en deux contributions scientifiques, ayant donne´ lieu a` des
publications dans des revues a` comite´ de lecture, discutant des proprie´te´s des the´ories
supersyme´triques dans leurs formulations dites tordues (twiste´es). Les articles sont an-
nexe´s a` la fin de la the`se, accompagne´s d’un re´sume´ en franc¸ais. Leur contenu n’est pas
reproduit dans le corps de celle-ci. Ce dernier discute au contraire quelques re´sultats qui
n’ont pas e´te´s publie´s ainsi que quelques sujets relie´s au travail de the`se.
***
La premie`re se´rie de publications (annexes A.1, A.2, et A.3) conside`re la construc-
tion de la supersyme´trie vectorielle dans les the´ories topologiques de type cohomologique
de Yang–Mills comme une syme´trie de la fixation de jauge. On a ainsi mis en e´vidence
le fait qu’une action tordue (twiste´e) peut eˆtre de´termine´e de manie`re unique par une
construction dans la the´orie cohomologique correspondante, sans avoir pour ce faire a`
la de´finir a` partir d’une ope´ration de torsion (twist) sur une action supersyme´trique. Le
principal re´sultat de cette construction est que les the´ories de Yang–Mills maximalement
supersyme´triques admettent une sous alge`bre de syme´trie incluant neuf ge´ne´rateurs de
supersyme´trie qui permettent de de´terminer l’action de manie`re unique tout en admet-
tant une repre´sentation fonctionnelle locale. Ce re´sultat est compare´ dans la dernie`re
publication (annexe A.7) avec un re´sultat obtenu par Nathan Berkovits dans le passe´.
*
Le tenseur e´nergie impulsion des the´ories de type cohomologique peut s’e´crire comme
l’application de l’ope´rateur BRST topologique a` un tenseur ante´ce´dent. On montre dans
[A.1] que la conservation de cet ante´ce´dent est e´quivalente a` la donne´e d’une syme´trie
impaire de´pendant d’un vecteur constant de la varie´te´, dont l’anticommutateur avec la
diffe´rentielle BRST topologique est la de´rive´e de Lie le long de ce meˆme vecteur. En
incluant la repre´sentation de la diffe´rentielle BRST topologique de Yang–Mills dans celle
de la gravite´ topologique, nous avons e´te´ en mesure de ge´ne´raliser la notion de courbure
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e´tendue de Baulieu–Singer pour les the´ories de type cohomologique souches en dimension
quatre et huit, de manie`re a` y inclure la de´finition de cet ope´rateur vectoriel. L’e´quation
correspondante de´pend d’une connexion de fond, de telle sorte qu’elle est de´finie globa-
lement quelque soit le secteur topologique conside´re´. Pour l’obtenir, nous avons releve´
la de´finition de la courbure e´tendue sur le fibre´ principal correspondant, de manie`re a`
comprendre du point de vue de la courbure e´tendue, les changements de variables qui per-
mettent de simplifier la repre´sentation de la diffe´rentielle BRST associe´e a` une the´orie
de jauge et qui font intervenir des termes de´pendant de connexions de fond. En plus
de permettre la de´finition d’une syme´trie vectorielle, l’existence d’un vecteur constant
permet de de´finir une involution qui intervertit les ope´rateurs scalaire et vectoriel, ainsi
que les fantoˆmes et les antifantoˆmes topologiques. Cette involution est une syme´trie
re´siduelle de la syme´trie SL(2,R) de la the´orie de type cohomologique e´quilibre´e obte-
nue par re´duction dimensionnelle sur le cercle. De fait, l’existence d’un vecteur constant
sur la varie´te´ permet de montrer que l’indice de l’ope´rateur de Dirac de la the´orie est
nul, ce qui exprime la dualite´ entre fantoˆmes et antifantoˆmes. On a montre´ que l’action
pouvait s’e´crire comme l’action re´pe´te´e des ope´rateurs BRST topologique et vectoriel sur
une action de type Chern–Simons correspondant a` la fonction de Morse de la the´orie
e´quilibre´e en dimensions trois et sept.
En conside´rant le secteur complet de la the´orie supersyme´trique dans sa formulation
tordue, on a obtenu le re´sultat que l’ope´rateur vectoriel et la syme´trie BRST topolo-
gique de´terminaient l’action de manie`re unique. Ces deux ope´rateurs admettant une
repre´sentation fonctionnelle sur les champs, ils de´finissent un sous-secteur cohe´rent de la
supersyme´trie maximale qui permet de de´terminer correctement la the´orie. Nous avons
ge´ne´ralise´ ces diffe´rents re´sultats au cas de the´ories supersyme´triques dans des fonds dits
Ω, qui correspondent a` la re´duction dimensionnelle de the´ories de Yang–Mills de´finies
sur des espaces fibre´s de base torique. Du point de vue des the´ories de type cohomo-
logique, ces fonds apparaissent dans l’e´tude de la cohomologie e´quivariante par rapport
a` un groupe abe´lien d’isome´tries de la varie´te´. On a montre´ dans [A.1] que la syme´trie
vectorielle pouvait e´galement eˆtre naturellement interpre´te´e dans ce cas. L’action peut
encore eˆtre obtenue comme l’action re´pe´te´e des ope´rateurs scalaire et vectoriel sur une
fonctionnelle de type Chern–Simons.
*
Nous avons e´tendu ces re´sultats dans [A.2] au cas de la the´orie de Yang–Mills maxima-
lement supersyme´trique en quatre dimensions dans sa formulation tordue correspondant
a` la torsion (au twist) de Vafa–Witten. Les deux charges scalaires et les deux charges vec-
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torielles de la the´orie peuvent eˆtres obtenues a` partir d’e´quations de courbures e´tendues
ge´ne´ralisant l’e´quation de Baulieu–Singer. On y montre qu’en plus de la syme´trie SL(2,R)
reliant respectivement les diffe´rentes charges scalaires et vectorielles, on peut de´finir un
automorphisme U(1) qui me´lange les ope´rateurs scalaires et vectoriels. Le ge´ne´rateur
de ce dernier constitue un ope´rateur ante´ce´dent aux ope´rateurs vectoriels qui ne de´finit
cependant pas lui-meˆme une syme´trie de la the´orie. Afin d’obtenir une repre´sentation
fonctionnelle locale de ces syme´tries, il est ne´cessaire de re´duire la covariance SL(2,R)
a` un sous groupe U(1) et de ne conside´rer qu’un ope´rateur vectoriel. Les six charges de
supersyme´trie restantes ont la proprie´te´ remarquable de contraindre a` elles seules l’action
de la the´orie de manie`re unique. On a e´tabli que cette proprie´te´ inte´ressante de la the´orie
maximalement supersyme´trique dans sa formulation tordue a` la Vafa–Witten, n’admet
cependant pas d’analogie dans les deux autres formulations tordues de la the´orie.
*
Ces derniers re´sultats montrent, que la grande majorite´ des the´ories de Yang–Mills
qui posse`de un nombre e´tendu de supersyme´tries, peut eˆtre de´finie de manie`re unique a`
partir des secteurs basiques (invariants de jauge et incluant les fantoˆmes topologiques)
de the´ories topologiques dans une jauge admettant un certain nombre de syme´tries vec-
torielles. La publication annexe´e A.3 ge´ne´ralise ces re´sultats aux cas des the´ories super-
syme´triques N = 1 en quatre et six dimensions. On y montre qu’on peut donner un
sens a` la formulation tordue de ces the´ories, bien que le changement de variable ne soit
de´fini que sur les champs complexifie´s. Ceci fait intervenir l’interpre´tation d’H. Nico-
lai des the´ories supersyme´triques dans l’euclidien a` l’aide d’identite´s de Ward formelles
pour la supersyme´trie. On peut cependant de´finir une involution de´pendant d’un vec-
teur constant, de telle sorte que la condition de re´alite´ pour une fonctionnelle scalaire de
Lorentz en fonction des variables tordues, implique que la fonctionnelle correspondante
via une rotation de Wick de´finie dans la the´orie minkowskienne est hermitienne. On y
de´finit a` partir de la de´finition d’une courbure e´tendue, une charge scalaire et une charge
vectorielle qui permettent de de´finir de manie`re unique l’action re´elle sous l’involution
vectorielle. Le re´sultat s’e´tend au cas de couplages a` la matie`re faisant intervenir un
superpotentiel ge´ne´ral et des termes de Fayet–Iliopoulos.
*
N. Berkovits a propose´ une solution ge´ne´rale qui assure une repre´sentation fonction-
nelle locale de la supersyme´trie pour la the´orie de Yang–Mills en dix dimensions. Celle-ci
fait intervenir des spineurs a` valeurs dans un espace vectoriel de dimension sept, contraints
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en fonction des parame`tres spinoriels de supersyme´trie. Il a montre´ que cette proce´dure
permet d’assurer l’involution d’au plus, neuf charges de supersyme´trie. L’existence d’une
solution line´aire a` ces contraintes ne´cessite de restreindre l’invariance de la the´orie a` un
groupe de syme´trie globale admettant une repre´sentation irre´ductible de dimension sept.
Nous avons montre´ dans le dernier article annexe´ A.7, que le sous super-groupe maxi-
mal du super-groupe de super-Poincare´ en dix dimensions qui admet une repre´sentation
fonctionnelle locale dans cette construction, a pour sous groupe bosonique, le groupe des
translations en produit semi-direct avec le sous groupe SO(1, 1) × Spin(7) de SO(9, 1).
Cette dernie`re proprie´te´ nous a amene´ a` conside´rer la solution ge´ne´rale des contraintes
non line´aires de N. Berkovits, en fonction des champs de´compose´s en repre´sentations
irre´ductibles de dimension finie de SO(1, 1)× Spin(7). On a ainsi e´tabli que la solution
ge´ne´rale line´aire correspond a une version « oxyde´e » de la the´orie de type cohomo-
logique en huit dimensions, de´finie par les charges de supersyme´trie scalaire et vecto-
rielle. Les transformations des champs sous ces charges peuvent eˆtres de´finies a` partir
de la de´finition d’une courbure e´tendue en dix dimensions. Nous proposons dans cet ar-
ticle la de´finition d’un super-espace tordu comptant neuf coordonne´es fermioniques. Les
contraintes ve´rifie´es par les superchamps de jauge correspondent a` la version tordue des
contraintes usuelles de´finies modulo les e´quations du mouvement, plus une contrainte
additionnelle d’anti-autodualite´ pour une composante de la courbure, qui correspond a`
la 2-forme antifantoˆme dans la the´orie de type cohomologique. Ces contraintes peuvent
eˆtre re´solues, les de´tails sont explique´s dans la section 4.4. On a finalement e´crit l’action
de la the´orie en fonction de superchamps dans une forme qui rappelle le formalisme de
super-espace harmonique.
***
La seconde se´rie d’articles (annexes A.4, A.5 et A.6) re´sout le proble`me de la renorma-
lisation des the´ories supersyme´triques a` tous les ordres de la the´orie des perturbations, en
l’absence de re´gularisation pre´servant a` la fois la supersyme´trie et l’invariance de jauge.
La bonne de´finition du re´gulateur introduit par W. Siegel (re´duction dimensionnelle)
s’ave`re ne pas s’e´tendre au dela` de trois boucles, et aucune alternative satisfaisante n’a
e´te´ propose´e jusqu’ici. Au prix de l’introduction de nouveaux champs, que nous avons
appele´s des champs d’ombre, il est possible de de´finir des identite´s de Slavnov–Taylor
en involution pour l’invariance BRST et la supersyme´trie. Ces identite´s permettent de
de´terminer sans ambigu¨ıte´ les contre-termes non invariants ne´cessaires a` la pre´servation
des syme´tries de la the´orie a` chaque ordre de la the´orie des perturbations. La proce´dure
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s’e´tend au cas ou` l’on conside`re des insertions d’ope´rateurs composites.
*
Nous de´finissons ces champs d’ombre et les transformations associe´es dans [A.4].
Ils permettent d’e´crire les transformations de supersyme´trie des champs a` l’aide d’un
ope´rateur nilpotent modulo une de´rive´e de manie`re compatible avec la de´finition de
l’ope´rateur BRST, c’est a` dire de fac¸on que ces deux ope´rateurs anticommutent. En in-
troduisant des sources pour les variations des champs sous l’action de ces ope´rateurs
ainsi que sous leur action compose´e, on construit deux ope´rateurs de Slavnov–Taylor
compatibles pour la supersyme´trie et l’invariance de jauge. On de´finit ainsi rigoureuse-
ment le proble`me des anomalies dans une the´orie de jauge supersyme´trique. On montre
qu’on peut de´finir une fixation de jauge qui de´pend d’un parame`tre constant de super-
syme´trie compatible avec les deux syme´tries. La de´pendance dans ce parame`tre de la
fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une particule irre´ductibles est une variation
par rapport a` l’ope´rateur line´arise´ de Slavnov–Taylor BRST, de telle sorte que ce pa-
rame`tre ne contribue pas aux observables physiques de la the´orie. On montre que la
fixation de jauge ve´rifie un certain nombre de syme´tries supple´mentaires correspondant
a` des ge´ne´ralisations des identite´s de Ward antifantoˆmes en the´orie de jauge. On re´sout
dans cet article le proble`me des anomalies et de la stabilite´ de l’action, apportant ainsi
la premie`re preuve comple`te et inde´pendante du re´gulateur de la renormalisabilite´ des
the´ories de jauge supersyme´triques dans leur formulation en composantes.
*
C’est une conjecture commune´ment admise que la the´orie de Yang–Mills maximale-
ment supersyme´trique admet comme syme´trie l’alge`bre superconforme psu(2, 2|4). L’in-
variance conforme de la the´orie implique que sa fonction β soit nulle, puisque c’est le
coefficient qui de´termine l’anomalie de trace. Jusqu’a` il y a peu, les diffe´rentes preuves de
l’annulation de cette fonction β a` tous les ordres de la the´orie des perturbations avaient
toutes pour de´faut d’admettre l’existence d’un re´gulateur pre´servant a` la fois l’invariance
de jauge et la supersyme´trie. Seule la preuve propose´e par S. P. Sorella et ses collabo-
rateurs e´tait formule´e a` l’aide d’identite´s de Slavnov–Taylor valables inde´pendamment
du re´gulateur utilise´ pour renormaliser la the´orie. Cependant, les roˆles des identite´s de
Slavnov–Taylor associe´es respectivement a` la supersyme´trie et a` l’invariance BRST y
e´taient me´lange´s. Une clarification de cette preuve ne´cessite en fait l’introduction des
champs d’ombre. Sa formulation correcte a` l’aide du formalisme introduit en [A.4] a
e´te´ l’objet de l’article annexe´ [A.5]. On y utilise les re´sultats de [A.2] afin de simplifier
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conside´rablement les calculs. La preuve de la nullite´ de la fonction β fait intervenir un lien,
via des e´quations de descente, entre la densite´ lagrangienne et des ope´rateurs un-demi
BPS primaires ; ce dernier est e´tabli en utilisant la sous alge`bre de supersyme´trie a` six
ge´ne´rateurs qui admet une repre´sentation fonctionnelle. On e´tablit e´galement une preuve
de l’annulation a` tous les ordres de la the´orie des perturbations de la dimension anormale
des ope´rateurs un-demi BPS, sans prendre pour hypothe`se l’invariance superconforme de
la the´orie. On de´duit ce dernier re´sultat en utilisant des identite´s de Slavnov–Taylor pour
cinq charges de supersyme´trie qui admettent une repre´sentation fonctionnelle.
*
Le formalisme des ombres permet de calculer les fonctions de corre´lation d’ope´rateurs
composites a` n’importe quel ordre donne´ de la the´orie des perturbations, tout en main-
tenant l’invariance par rapport a` la supersyme´trie. La publication annexe´e A.6 explique
la prescription de calcul des contre-termes non invariants a` chaque ordre de la the´orie
des perturbations. On y expose une simplification du formalisme dans le cas ou` on se
restreint a` l’e´tude d’ope´rateurs composites BPS ou de dimension canonique petite. Dans
ces cas, les fantoˆmes de Faddeev–Popov et les fantoˆmes associe´s aux ombres peuvent eˆtre
inte´gre´s trivialement.
***
Le corps de la the`se discute les the´ories de type cohomologique et leur lien avec les
the´ories supersyme´triques correspondantes via une ope´ration de torsion.
Le premier chapitre expose les motivations et introduit quelques concepts concernant
la supersyme´trie et les the´ories de jauge.
Le chapitre suivant propose une bre`ve revue de la the´orie de Yang–Mills de type
cohomologique en huit dimensions introduite par L. Baulieu, I. M. Singer et H. Kanno,
et inclut quelques nouvelles notions de´rivant des contributions de l’auteur. La fixation
de jauge de la the´orie est de´finie en utilisant des champs d’ombre introduits dans la
publication annexe´e A.4. On y discute quelques proprie´te´s de la syme´trie vectorielle qui
ne sont pas expose´es dans les publications.
Le troisie`me chapitre de´crit les re´ductions dimensionnelles de la the´orie en sept et six
dimensions. On y explique que les re´sultats de la publication annexe´e A.1 s’e´tendent aux
cas de ces the´ories.
Le quatrie`me chapitre est constitue´ de quatre parties distinctes. On discute dans
la premie`re certaines interpre´tations ge´ome´triques des champs d’ombre introduits dans
la publication annexe´e A.4, ainsi que des the´ore`mes de non renormalisation propose´s
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dans [A.5]. La deuxie`me partie expose un travail sur la gravite´ topologique qui de´finit
l’ope´ration de torsion en espace courbe. La troisie`me discute une extension du formalisme
introduit dans les publications [A.4, A.5, A.6] qui conside`re l’invariance superconforme
de la the´orie de Yang–Mills maximalement supersyme´trique. La quatrie`me explique la
re´solution des contraintes sur le superespace tordu a` dix dimensions de´finies dans [A.7].
Au court de la the`se, on parle souvent de repre´sentation fonctionnelle locale, qu’on
appelle dans les publications et de manie`re ge´ne´rale dans la litte´rature « repre´sentation
hors couche de masse » . On a pre´fe´re´ dans cette the`se ne pas e´tendre la notion de couche
de masse, attribue´e aux champs libres ve´rifiant leurs e´quations du mouvement, aux cas
de champs en interaction. Nous appellerons, dans ce qui suit, repre´sentation fonctionnelle
locale une repre´sentation fonctionnelle locale - qui existe toujours dans le formalisme de
Batalin–Vilkovisky - inde´pendante des antichamps.
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Chapitre 1
Pre´ambule
« Figure-toi donc des hommes comme dans une habitation souterraine
ressemblant a` une caverne, ayant l’entre´e ouverte a` la lumie`re sur
toute la longueur de la caverne, dans laquelle ils sont depuis l’enfance,
les jambes et le cou dans des chaˆınes pour qu’ils restent en place et
voient seulement devant eux, (. . . ) ceux-ci en effet, pour commencer,
d’eux-meˆmes et les uns des autres, penses-tu qu’ils aient pu voir autre
chose que les ombres projete´es par le feu sur la partie de la caverne
qui leur fait face ? (. . . ) Eh bien sans doute, s’ils e´taient capables de
dialoguer entre eux, les choses pre´sentes e´tant les meˆmes, ne crois-tu
pas qu’ils prendraient l’habitude de donner des noms a` cela meˆme qu’ils
voient ? »
L’alle´gorie de la caverne, traduite du septie`me
livre de la re´publique de Platon
1.1 Motivations
1.1.1 Pourquoi e´tudier la supersyme´trie
Un grand nombre de phe´nome`nes en physique des particules sont de´crits par des
the´ories de jauge. Il est admis dans la communaute´ scientifique que la physique des
hautes e´nergies aux e´chelles d’ores et de´ja` accessibles par les expe´riences, est de´crite avec
une grande pre´cision par le mode`le standard. Mais si les the´ories de jauge semblent don-
ner une mode´lisation tout a` fait satisfaisante de la physique a` haute e´nergie, de nombreux
proble`mes the´oriques demeurent sans solution. Bien que les physiciens soient aujourd’hui
convaincus que la physique des hadrons est de´crite par la chromodynamique quantique, le
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phe´nome`ne de confinement des quarks et des gluons demeure obscur. Ce proble`me majeur
est loin d’eˆtre le seul en chromodynamique quantique et le phe´nome`ne de Higgs pour les
interactions e´lectro-faibles n’est pas compris d’un point de vue purement quantique. La
tre`s grande complexite´ de ces proble`mes est une des principales motivations pour e´tudier
des mode`les plus simples, tels que les the´ories de jauge supersyme´triques. Ces the´ories
posse`dent un grand nombre de proprie´te´s simplificatrices, comme, pour ne citer qu’elles,
l’annulation de nombreuses divergences dans la the´orie des perturbations, l’existence de
dualite´s exactes entre les couplages faibles et forts, des proprie´te´s d’analyticite´ dans les
constantes de couplage, ou encore des proprie´te´s de localisation de l’inte´grale fonction-
nelle. Bon nombre de re´sultats concernant les the´ories de jauge ont e´te´ obtenus dans le
cas des the´ories supersyme´triques, voir [1, 2, 3] pour quelques revues re´centes.
Si les descriptions the´oriques, d’une part de la physique des hautes e´nergies par le
mode`le standard, et de la cosmologie par la relativite´ ge´ne´rale de l’autre, sont relativement
satisfaisantes d’un point de vue expe´rimental, le fait qu’elles semblent incompatibles, a`
premie`re vue, est peu satisfaisant pour l’esprit. En outre, il subsiste un grand nombre
de questions qui semblent ne´cessiter une formulation unifie´e des lois de la physique.
Parmi elles, les proble`mes de la constante cosmologique et de l’entropie des trous noirs,
sont intimement lie´s au proble`me de quantification de la gravite´. Diffe´rentes approches
ont e´te´s propose´es pour re´soudre cette importante question. La plus pertinente est tre`s
probablement la the´orie des cordes. En plus de proposer une quantification cohe´rente de
la gravite´, la the´orie des cordes constitue e´galement un mode`le de grande unification. Si la
compre´hension de la the´orie est encore bien loin d’eˆtre exhaustive, ou` meˆme suffisamment
e´tendue pour qu’on puisse en tirer des pre´dictions expe´rimentales pre´cises, elle confe`re
l’espoir de re´soudre bien des questions en physique des particules comme en cosmologie
moderne. En tant que the´orie unificatrice, on espe`re y trouver des re´ponses au proble`me
de la hie´rarchie des masses et de la brisure de la syme´trie CP dans le mode`le standard.
La quantification de la gravite´ permettrait quand a` elle une compre´hension nouvelle
du « big bang » et de l’entropie des trous noirs. La the´orie des cordes offre d’ores et
de´ja` un certain nombre de mode`les simplifie´s qui permettent de comprendre l’entropie
de trous noirs supersyme´triques d’un point de vue statistique, et certaines re´solutions
de singularite´ de type espace. D’un point de vue indirect, la the´orie des cordes ouvre
e´galement une nouvelle feneˆtre sur les the´ories de jauge. Dans certains fonds particuliers,
et dans certaines limites, la tre`s grande majorite´ de l’infinitude des degre´s de liberte´ de la
the´orie des cordes se de´couple, et la the´orie des cordes devient e´quivalente a` une the´orie de
jauge. Ce phe´nome`ne se produit dans le cadre de la conjecture AdS/CFT entre la the´orie
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de Yang–Mills supersyme´trique a` N = 4 ge´ne´rateurs de supersyme´trie et la the´orie des
cordes de type IIB dans une ge´ome´trie de fond AdS5 × S5 (voir [4, 5] pour des revues
sur le sujet). La the´orie des cordes permet e´galement de donner un sens a` des the´ories de
Yang–Mills non renormalisables dont certaines pourraient avoir un roˆle important dans
la compre´hension d’une e´ventuelle brisure de supersyme´trie a` haute e´nergie.
Les seules the´ories de champ en quatre dimensions qu’on sache re´soudre exactement
sont des the´ories libres. Celle-ci servent de base pour la construction de de´veloppement
perturbatifs formels, par exemple dans la constante re´duite de Planck ~. Les quantite´s
pertinentes sont les fonctions de corre´lation des champs et de polynoˆmes locaux dans les
champs et leur de´rive´es. On utilise couramment la fonctionnelle ge´ne´ratrice Z[J, u]
Z[J, u] = e
i
~
Zc[J,u] ≡ 〈e i~ R ( Ja ϕa+uAOA )〉 (1.1)
ou` le symbole 〈 〉 est formellement repre´sente´ par une inte´grale fonctionnelle de Feynman.
Zc[J, u] ainsi de´finie est la fonctionnelle ge´ne´ratrice connexe, qui se repre´sente formelle-
ment par une somme de diagrammes de Feynman connexes. Sa transforme´e de Legendre
Γ[ϕ] ≡
(
Zc[J, u]−
∫
Ja ϕ
a
)
| δZcδJ =ϕ
(1.2)
est elle donne´e par une somme de diagrammes une particule irre´ductibles. Elle est sou-
vent appele´e action effective, car son terme d’ordre ze´ro en ~ est l’action classique de
la the´orie. De manie`re ge´ne´rale il est en principe ne´cessaire de calculer toutes les fonc-
tions de corre´lation d’ope´rateurs composites. Ces ope´rateurs composites peuvent eˆtre
locaux, mais aussi localise´s sur des sous-varie´te´s de l’espace physique conside´re´, comme
c’est le cas des ope´rateurs de Wilson pour des boucles ferme´es. Le cas des the´ories de
jauge non-abe´liennes est en quelque sorte orthogonal a` celui des the´ories libres, e´tant
donne´ que les seuls ope´rateurs pertinents sont les ope´rateurs invariants de jauge qui sont
ne´cessairement composites dans le cas d’un groupe de jauge semi-simple. Une the´orie de
champ pour laquelle il serait possible de calculer l’ensemble des fonctions de corre´lation
d’ope´rateurs locaux composites invariants de jauge constituerait une avance´e the´orique
remarquable dans la compre´hension des the´ories de jauge. La the´orie de Yang–Mills a`
N = 4 ge´ne´rateurs de supersyme´trie en dimension 4 admet une alge`bre de syme´trie parti-
culie`rement grande dans sa phase conforme, l’alge`bre superconforme psu(2, 2|4). Le calcul
des dimensions anormales des ope´rateurs composites locaux de cette the´orie posse`de une
structure inte´grable au niveau perturbatif dans la limite d’un grand nombre de couleurs
N →∞. Une structure inte´grable a` tous les ordres de la the´orie des perturbations a e´te´
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conjecture´e dans cette meˆme limite. La structure inte´grable, au moins au niveau clas-
sique, de la the´orie des cordes de type IIB dans une ge´ome´trie de fond AdS/CFT permet
de caresser l’espoir que la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique N = 4 admette une
structure inte´grable au niveau non-perturbatif qui pourrait permettre un jour de calculer
exactement les fonctions de corre´lation de n’importe quels ope´rateurs composites locaux
de la the´orie.
1.1.2 La ge´ome´trie des the´ories de jauge
Malgre´ les grandes re´ussites the´oriques et phe´nome´nologiques de la the´orie des pertur-
bations en the´orie des champs, il est aujourd’hui clair qu’un grand nombre de phe´nome`nes
inte´ressants en physique des particules sont de nature non-perturbative. V. N. Gribov
a mis en e´vidence une difficulte´ de la formulation inte´grale fonctionnelle des the´ories de
jauge non-abe´liennes fixe´es de jauge, a` savoir qu’elle n’a de sens que perturbativement
[6]. Cette obstruction a` l’existence d’une jauge globalement de´finie est de nature pure-
ment ge´ome´trique. I. M. Singer a en effet e´tabli que ce proble`me e´tait duˆ a` la topologie
non-triviale de l’espace des orbites de jauge [7]. La de´finition comple`te de l’inte´grale fonc-
tionnelle en the´orie des champs doit donc faire intervenir un atlas de cartes ainsi qu’une
partition de l’unite´ sur un espace courbe de dimension infinie et qui plus est stratifie´.
Ce proble`me, insurmontable d’apparence, peut eˆtre re´solu dans le cas ou` un the´ore`me
de localisation permet de re´duire l’inte´grale fonctionnelle a` une inte´grale sur un espace
de dimension finie. Cette proprie´te´ exceptionnelle est une caracte´ristique des the´ories to-
pologiques de type cohomologique. En particulier, la the´orie de Donaldson–Witten [8] et
ses extensions constituent des exemples de the´ories de Yang–Mills topologiques de type
cohomologique pour lesquelles l’inte´grale fonctionnelle se re´duit par localisation a` une
inte´grale sur un espace de dimension finie [9].
La the´orie de Donaldson–Witten a e´te´ introduite par ce dernier comme un sous secteur
de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique N = 2 qui peut eˆtre de´fini sur une varie´te´
riemannienne quadridimensionnelle quelconque, bien que la the´orie supersyme´trique ne
soit bien de´finie que sur un espace plat. Pour ce faire, il utilise des variables dites tordues,
c’est a` dire des champs correspondant a` la de´composition des repre´sentations irre´ductibles
de Spin(4) × SU(2)R ∼= SU(2)+ × SU(2)− × SU(2)R (groupe de syme´trie globale de
la the´orie) auxquelles appartiennent les champs de la the´orie supersyme´trique, en des
repre´sentations irre´ductibles de
(
SU(2)+ × SU(2)
)
/Z2 (groupe des automorphismes ver-
ticaux du fibre´ des repe`res) ; ou` SU(2) est de´fini comme la diagonale de SU(2)−×SU(2)R
[10]. Dans ces nouvelles variables, les ge´ne´rateurs de supersyme´trie se re´organisent dans
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les repre´sentations irre´ductibles (0, 0), (0, 1) et (1
2
, 1
2
) de SU(2)+ × SU(2). Le noyau du
ge´ne´rateur scalaire de supersyme´trie Q de´finit un sous espace V de l’espace de Hilbert
H de la the´orie
V ≡ {|ψ〉 ∈ H | Q|ψ〉 = 0} (1.3)
H muni de l’ope´rateur nilpotent Q posse`de une structure de complexe diffe´rentiel gradue´
qui s’e´tend a` l’alge`bre des ope´rateurs line´aires agissant sur lui. Du fait que la super-
syme´trie scalaire n’est pas anormale, le changement de variable infinite´simal des champs
ϕA de la the´orie, en ϕA + θQϕA, laisse invariantes la mesure et l’action dans le forma-
lisme fonctionnel. On peut de´duire de ce re´sultat que toute fonction de corre´lation de
fonctionnelles des champs Q-ferme´s (c’est a` dire invariantes sous l’action de Q) conte-
nant au moins une fonctionnelle des champs Q-exact (qui peut s’e´crire comme l’action
de Q applique´e a` une fonctionnelle ante´ce´dente) est nulle. Ce qui implique formellement
dans le formalisme ope´ratoriel que les vecteurs Q-exacts de V ont un produit scalaire
nul avec tout autre vecteur de V , et que par conse´quent, les e´le´ments de V dont la
diffe´rence est Q-exacte peuvent eˆtre identifie´s. On de´finit le sous-espace de Hilbert HT
de H comme la comple´tion de la cohomologie de Q dans H . Ce sous-espace de Hilbert
de´termine un sous secteur, dit topologique, de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique
N = 2, qui constitue une the´orie quantique de champ a` part entie`re. Dans cette the´orie,
la charge de supersyme´trie scalaire n’est plus interpre´te´e comme le ge´ne´rateur associe´ a`
une syme´trie de la the´orie, mais comme une charge BRST [11]. Les fermions de la the´orie
jouent alors le roˆle de fantoˆmes et d’antifantoˆmes associe´s a` la syme´trie topologique et
il devient naturel d’interpre´ter le groupe de syme´trie globale SU(2)+ × SU(2) comme
associe´ au groupe des rotations de l’espace. On nomme torsion (twist) la proce´dure qui
consiste a` passer de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique a` la the´orie topologique
ainsi de´finie, et on qualifie cette dernie`re de tordue (twiste´e). Il est important de ne pas
confondre la formulation tordue d’une the´orie supersyme´trique, ce qui consiste seulement
a` utiliser les variables tordues et donc un formalisme ou` la syme´trie globale manifeste est
restreinte, d’une the´orie supersyme´trique tordue pour laquelle on a de surcroˆıt restreint
conside´rablement l’espace de Hilbert de la the´orie et re´interpre´te´ le groupe des rotations
de celle-ci. Le tenseur e´nergie impulsion de la the´orie tordue est une Q variation, d’ou`
on de´duit que les observables de celle-ci ne sont pas affecte´es par des modifications infi-
nite´simales arbitraires de la me´trique. Il est possible de de´finir la the´orie sur une varie´te´
riemannienne quelconque. En e´tendant la construction alge´brique de Mathai et Quillen
d’une classe de Thom, on montre formellement que les observables de la the´orie tordue
sont des invariants de la structure diffe´rentielle des varie´te´s riemanniennes quadridimen-
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sionnelles de´finies par S. K. Donaldson [12].
Un point de vue usuel en the´orie des champs est de conside´rer l’action classique
de la the´orie comme une perturbation de sa composante quadratique. Mais dans le cas
d’une the´orie de Yang–Mills, cette proce´dure ne respecte pas la ge´ome´trie globale du
proble`me. Pour reme´dier a` ce de´faut, il est indispensable de tenir compte du caracte`re
non-line´aire des e´quations de Yang–Mills. C’est une des motivations qui ont pousse´ N. Ne-
krasov, E. Frenkel et A. Losev a` e´tudier la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique N = 2
en conside´rant l’action classique comme la perturbation de l’action non-hermitienne,
limite de la premie`re quand la constante de couplage g tend vers ze´ro alors que la par-
tie imaginaire du parame`tre ϑ associe´ a` la classe de Chern (normalement nulle dans
le cas hermitien) tend vers −∞, de manie`re a` maintenir finie la combinaison complexe
τ ≡ ϑ
2π
+ i4π
g2
[13]. Ils ont montre´ qu’on pouvait e´tendre le the´ore`me de localisation inter-
venant dans la the´orie de Donaldson–Witten aux observables de la the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique N = 2 dans cette limite particulie`re, de manie`re a` ce que l’inte´grale
fonctionnelle se re´duise a` une inte´grale sur l’espace de modules des orbites de jauge
autoduales. La the´orie de Yang–Mills supersyme´trique admet alors une the´orie des per-
turbations autour de cette limite en se´rie formelle du parame`tre τ¯ .
La the´orie de Donaldson–Witten, et ses ge´ne´ralisations [14, 15, 16] ont historique-
ment e´te´ introduites via des ope´rations de torsion sur des the´ories supersyme´triques. Au
cours de cette the`se nous allons suivre le point de vue inverse, et de´finir les the´ories de
Yang–Mills supersyme´triques, comme des extensions des the´ories topologiques de type
cohomologique ou plus ge´ne´ralement des the´ories de type cohomologique. Nous allons voir
que d’autres ge´ne´rateurs de supersyme´trie peuvent eˆtre introduits naturellement dans le
cadre des the´orie de type cohomologique, sous forme de syme´trie de la fixation de jauge
topologique. Nous de´duirons de la fixation de jauge comple`te de la the´orie topologique
une manie`re de fixer la jauge dans les the´ories supersyme´triques tout en pre´servant la su-
persyme´trie. On verra que le fait de conside´rer les champs de la the´orie supersyme´trique
comme des variables tordues permet des interpre´tations ge´ome´triques amenant naturel-
lement a` des the´ore`mes de non-renormalisation.
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1.2 Ge´ne´ralite´s sur les the´ories de jauge supersyme´triques
1.2.1 Quelques notions de supersyme´trie
Selon le the´ore`me de Coleman–Mandula, les seules alge`bres de Lie de ge´ne´rateurs de
syme´trie d’une the´orie des champs,1 consistent en la somme de l’alge`bre de Poincare´ ou
de l’alge`bre conforme associe´e et d’une alge`bre de syme´trie interne compacte. Il est cepen-
dant possible de passer outre a` ce the´ore`me en introduisant une superalge`bre de syme´trie,
c’est a` dire une alge`bre de Lie dite Z2 gradue´e dont les ge´ne´rateurs de graduation non
nulle ont pour parame`tres les ge´ne´rateurs d’une alge`bre de Grassmann. Une alge`bre de
Lie Z2 gradue´e g se de´compose en g0 ⊕ g1 tel que des e´le´ments Xα ∈ gα, Yβ ∈ gβ et
Zγ ∈ gγ ve´rifient que XαYβ − (−1)αβYβXα = Zα+β, qu’on notera [Xα, Yβ] = Zα+β, ainsi
que l’identite´ de Jacobi gradue´e
(−1)αγ [Xα, [Yβ, Zγ]] + (−1)βα[Yβ, [Zγ, Xα]] + (−1)γβ[Zγ, [Xα, Yβ]] = 0 (1.4)
A partir de l’alge`bre de Poincare´ de l’espace de Minkowski de dimension n, on peut
construire diffe´rentes extensions Z2 gradue´es. Pour satisfaire au the´ore`me spin-statistique
en the´orie des champs, les ge´ne´rateurs fermioniques de syme´trie, afin de s’exprimer
en fonction de courants locaux, doivent eˆtre dans des repre´sentations spinorielles de
Spin(n − 1, 1). De manie`re ge´ne´rale les ge´ne´rateurs fermioniques sont de´finis dans des
repre´sentations irre´ductibles de R×Spin(n−1, 1) qui apparaissent dans la de´composition
de la repre´sentation produit tensoriel de la repre´sentation spinorielle complexe non contrainte
de Spin(n− 1, 1) et d’une repre´sentation de R, ou` R est un groupe de Lie compact. Les
repre´sentations irre´ductibles sont obtenues a` partir de la repre´sentation produit tensoriel
(note´ avec des indice i pour R et α pour Spin(n − 1, 1)) en imposant des contraintes
line´aires de la forme λaα
∗ = Ba βα bλ
b
β ou, et λ
a
α = G
a β
α bλ
b
β. Soit l’alge`bre de Clifford associe´e
a` Spin(n − 1, 1) engendre´e par les matrices de Dirac γµ, C la matrice de conjugaison
de charge et τi des tenseurs invariants du groupe de syme´trie interne, les ge´ne´rateurs
fermioniques ve´rifient des relations d’anticommutation de la forme
[Qaα,Qbβ] = 2(Cγµ)aα bβPµ + 2M(CτI)aα bβZI (1.5)
ou` les ZI sont des charges centrales de l’alge`bre et M un parame`tre.
Dans une the´orie de champ supersyme´trique, les champs de la the´orie, dans des
repre´sentations irre´ductibles du produit du groupe de Poincare´ par un groupe de syme´trie
1Dans le cas ou` celle-ci ve´rifie quelques proprie´te´s tout a` fait raisonnables, voir [17] pour plus de
de´tails.
28 CHAPITRE 1. PRE´AMBULE
interne, se regroupent dans des repre´sentations irre´ductibles de l’alge`bre de supersyme´trie.
Les particules repre´sente´es par des champs d’une repre´sentation irre´ductible de l’alge`bre
de supersyme´trie sont dites de´finir un supermultiplet de supersyme´trie. Nous nous re-
streignons dans cette the`se au cas d’alge`bres de supersyme´trie de´pourvues de charges
centrales, ce qui correspond au cas M = 0 dans l’e´quation (1.5).
Conside´rons une the´orie de champ libre supersyme´trique. On choisit un e´tat |ψ〉 conte-
nant une seule particule d’e´nergie E et de masse nulle. On se place dans les coordonne´es
du coˆne de lumie`re associe´es de telle sorte que l’impulsion de la particule soit donne´e
par pµdx
µ = Edx+. Puisque les ge´ne´rateurs de supersyme´trie Qaα commutent avec les
ge´ne´rateurs des impulsions, on obtient d’autres particules de meˆme impulsion en appli-
quant a` l’e´tat n’importe lequel des ge´ne´rateurs de supersyme´trie, engendrant ainsi par
de´finition un supermultiplet. Projete´e sur l’e´tat |ψ〉, l’alge`bre de supersyme´trie devient
[Qaα,Qbβ]|ψ〉 = 2E(Cγ+)aα bβ|ψ〉 (1.6)
La repre´sentation irre´ductible de R × Spin(n − 1, 1) associe´e aux ge´ne´rateurs de super-
syme´trie se de´compose en deux repre´sentations irre´ductibles isomorphes du petit groupe
R×Spin(n−2) associe´es a` l’impulsion pµdxµ = Edx+. Les anticommutateurs non-triviaux
peuvent s’e´crire sous la forme
[Q†A,QB]|ψ〉 = 2EPAB|ψ〉 (1.7)
ou` P est un projecteur (P2 = P). On en de´duit directement que les ge´ne´rateurs ve´rifiant
PBAQB = 0 donnent ze´ro sur |ψ〉 et que les ge´ne´rateurs ve´rifiant PBAQB = QA agissent
sur |ψ〉 comme un ensemble d’ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation. Ceci permet de
montrer que pour une alge`bre de supersyme´trie avec des ge´ne´rateurs fermioniques appar-
tenant a` une repre´sentation irre´ductible de dimension N , les supermultiplets de masses
nulles contiennent des particules de spin allant de j a` j + N
8
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supersyme´triques, qui ne contiennent pas de champ de spin supe´rieur a` 1 par de´finition,
peuvent donc admettre jusqu’a` 16 charges de supersyme´trie.
1.2.2 Les champs de jauge, connexions de fibre´s principaux
En the´orie des champs, les proprie´te´s des repre´sentations du petit groupe associe´ a` un
vecteur nul, impliquent que certaines interactions locales entre des particules de masse
nulle de spin supe´rieur ou e´gal a` un et des particules de spin moins e´leve´ ou massives sont
de´crites a` l’aide de champs qui ne sont de´finis qu’a` une transformation de jauge pre`s [18].
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Il en de´coule que ces champs ne sont pas ne´cessairement globalement de´finis sur l’espace
physique. Dans le cas du spin 1, on peut comprendre ge´ome´triquement cette proprie´te´
en de´finissant un champ de jauge comme une connexion sur un fibre´ principal.
Un fibre´ principal P est un espace qui admet une action a` droite R libre et propre d’un
groupe de topologique G et une projection π sur un espaceM appele´ la base, de telle sorte
que pour tout point p de P et tout e´le´ment g de G, π(Rgp) = π(p). On conside`re dans ce
qui suit que le groupe de structure G est un groupe de Lie et que la baseM est le quotient
de P par G. Un espace fibre´ est localement le produit carte´sien de sa base par sa fibre,
c’est a` dire que pour tout point p de projection π(p) appartenant a` un ouvert contractible
U de M , il existe un ouvert V de P contenant p tel que V ∼= U × G. On peut de´finir
des coordonne´es locales du fibre´ principal a` partir d’un atlas {Ui} de M en de´finissant
explicitement sur chaque ouvert Ui des diffe´omorphismes si de Ui × G dans Vi tels que
pour tout g de G, π ◦ si(g) soit l’application identite´ sur Ui et Rg′si(x, g) = si(x, gg′). De
telles fonctions si sont appele´es des sections locales trivialisantes ou des trivialisations
locales. On de´finit alors les fonctions de recollement sur les intersections d’ouverts Ui∩Uj
du fibre´ principal comme gij(x) ≡ si−1(x)sj(x, 1). Elles ve´rifient
gik(x)gkj(x)gji(x) = gij(x)gji(x) = 1 (1.8)
L’action de G sur P permet d’attribuer de manie`re unique un vecteur de TP a` tout
e´le´ment de l’alge`bre de Lie g associe´ a` G. On de´finit le vecteur fondamental Xv associe´
a` l’e´le´ment X de g comme le vecteur de´fini au point p par
Xv|p ≡
( ∂
∂t
RetX p
)
|t=0
(1.9)
L’ensemble de ces vecteurs engendre le sous espace vectoriel V P des vecteurs verticaux
de TP . Cette application commute avec les crochets de Lie de l’alge`bre g et des vecteurs
de TP . Le sous espace V P n’a pas de supple´mentaire naturel dans TP . Une connexion
sur un fibre´ principal est la de´finition d’un supple´mentaire HP cohe´rent avec l’action de
G, c’est a` dire que pour tout X de HP , X|Rgp = R∗ gX|p. Cette de´finition est e´quivalente
a` la donne´e d’une 1-forme e´quivariante A de TP ∗ a` valeur dans l’alge`bre de Lie g
A|Rgp(R∗ gX|p) = g
−1A|p(X|p)g (1.10)
telle que pour tout vecteur fondamental Xv, A(Xv) = X. Le noyau de cette forme de´finit
de manie`re unique un supple´mentaireHP de V P dans TP et cette forme peut eˆtre de´finie
de manie`re unique par la de´finition de ce dernier.
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Pour tout espace vectoriel V sur lequel G agit a` gauche on peut de´finir un fibre´ E
associe´ au fibre´ principal P comme le quotient de leur produit par G, qu’on e´crit P ×GV ,
ou` la notation sous-entend que l’action de G passe a` travers le produit.
Les champs d’une the´orie physique peuvent eˆtre en particulier des sections de fibre´s
vectoriels sur M . On conside`re le plus souvent le fibre´ cotangent des formes sur M et
diffe´rents fibre´s spinoriels dont les fibres vectorielles correspondent a` des repre´sentations
spinorielles. Dans le cas d’une the´orie de jauge, les champs sont des sections de ces meˆmes
fibre´s a` valeur dans des fibre´s vectoriels associe´s a` un fibre´ principal dont la connexion
correspond au champ de jauge de la the´orie.
Localement, on de´finit un ensemble de trivialisations locales si. Les applications de res-
triction correspondantes, s∗i , permettent de de´finir des expressions locales de ces diffe´rents
champs sur les ouvert Ui. Si on conside`re le champ de jauge A et d’autre champs ϕ
a a` va-
leur dans un fibre´ vectoriel associe´, ces champs peuvent eˆtres repre´sente´s localement par
des formes ou des sections de fibre´ spinoriel surM . Les fonctions de transition permettent
de recoller ces fonctions sur les intersections Ui ∩ Uj
s∗iA = gij s
∗
jA g
−1
ij + gij d g
−1
ij s
∗
iϕ
a = lgij s
∗
jϕ
a (1.11)
ou` lg repre´sente l’action de G sur la fibre V . Les formes sur M a` valeur dans un fibre´ vec-
toriel E associe´ a` P peuvent eˆtre de´finies comme des formes horizontales et e´quivariantes
de P a` valeur dans V . Elles constituent l’espace des formes tensorielles Ω•(P, V ) sur P .
L’application de la diffe´rentielle exte´rieure sur une forme tensorielle n’est pas horizontale
en ge´ne´ral, mais sa projection sur l’espace des formes horizontale HP ∗ donne une forme
tensorielle. On de´finit la diffe´rentielle covariante comme cette diffe´rentielle horizontale,
qu’on notera dA. Cette diffe´rentielle n’est pas nilpotente, son carre´ est donne´ par l’action
d’une 2-forme tensorielle F sur la forme tensorielle conside´re´e, qu’on appelle la courbure.
On a localement les expressions
s∗iF = s
∗
i dAA = d s
∗
iA+ (s
∗
iA)
2 s∗i dAϕ
a = d s∗iϕ
a + ls∗iA s
∗
iϕ
a (1.12)
La connexion permet de de´finir un champ de vecteur horizontal sur HP a` partir d’un
champ de vecteur de´fini sur la base. On appelle vh le rele`vement horizontal du vecteur
v, de´fini de manie`re unique par le choix d’un point de P et
π∗(v
h) = v A(vh) = 0 (1.13)
Contrairement au crochet de Lie de deux vecteurs verticaux qui de´finit un vecteur ver-
tical, le crochet de Lie de deux vecteurs horizontaux n’est pas horizontal en ge´ne´ral. La
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de´viation est mesure´e par la courbure
{vh, v¯h} = {v, v¯}h − F (v, v¯)v (1.14)
On de´finit les automorphismes verticaux sur un fibre´ principal comme les diffe´omorphismes
f du fibre´ principal sur lui meˆme qui pre´servent la base et l’action du groupe G
π ◦ f(p) = π(p) Rg ◦ f(p) = f ◦Rg(p) (1.15)
L’ensemble des automorphismes verticaux est isomorphe a` l’ensemble des sections du
fibre´ associe´ au fibre´ principal, de fibre G et d’action de G sur G l’action adjointe. Il
constitue un groupe de Lie de dimension infinie, qu’on notera G , dont l’alge`bre de Lie
est donne´e par l’ensemble des sections du fibre´ associe´ de fibre g et d’action de G sur g
l’action adjointe.
Une the´orie de jauge peut eˆtre conside´re´e comme une the´orie de´finie sur un espace
M , dont les champs quantiques sont de´finis sur un fibre´ principal P au dessus de M . Les
e´tats physiques de cette the´orie peuvent eˆtre formellement de´crits par des fonctionnelles
des champs de´finis sur P et des fonctions deMn. Pour eˆtre bien de´finies sur des fonctions
deMn, ces fonctionnelles ne doivent pas de´pendre des coordonne´es sur la fibre de P . Ceci
est impose´ en pratique par le fait que mis a` part la connexion, tous les champs peuvent
eˆtre vus comme des tenseurs horizontaux et e´quivariants sur le fibre´ principal et que toute
fonctionnelle de´crivant un e´tat physique est invariante sous les automorphismes verticaux
de celui-ci. Notons que cette notion conforte l’extension de l’ide´e de Kaluza et Klein, que
les the´ories de jauge seraient des limites a` basse e´nergie de the´ories de la gravite´ sur
des espaces de dimension plus e´leve´e, dans la limite ou` la gravite´ sur la base pourrait
eˆtre conside´re´e comme classique. En physique, on utilise les objets de´finis localement
sur les ouverts Ui de M . Les automorphismes verticaux correspondent localement a` ce
qu’on appelle en physique, les transformations de jauge. L’invariance de jauge d’une
fonctionnelle des champs dans son expression locale, implique que celle-ci soit de´finie
globalement sur le fibre´ principal, puisque les recollements sont de´finis localement par
des transformations de jauge dont les parame`tres sont les fonctions de transition. Par
analogie avec la relativite´ ge´ne´rale, ou` la covariance de l’action permet a` celle-ci d’eˆtre
de´finie globalement sur la varie´te´ et de ne de´pendre que de la classe de coordonne´es
locales modulo l’action des diffe´omorphismes, l’invariance de jauge de l’action permet a`
celle-ci d’eˆtre globalement de´finie sur le fibre´ principal et de ne de´pendre que de la classe
de trivialisations locales modulo l’action des automorphismes verticaux.
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1.2.3 Repre´sentations non-line´aires de la supersyme´trie
Pour qu’une alge`bre de syme´trie agisse sur les observables, il suffit qu’elle agisse
sur les champs de´finis sur P en respectant la loi d’alge`bre, modulo l’action des auto-
morphismes verticaux. Localement, ceci implique que la loi d’alge`bre est respecte´e sur
les champs modulo des transformations de jauge, et de telle sorte que l’application de
chaque ge´ne´rateur a` un champ bien de´fini sur P soit e´galement bien de´finie. Tous les
champs tensoriels sont de´finis sur des fibre´s vectoriels au dessus deM , et par conse´quent,
leurs variations infinite´simales seront de´finies sur les meˆme fibre´s vectoriels. Si ce n’est
pas le cas de la connexion, la diffe´rence de deux connexions peut eˆtre de´finie comme une
1-forme a` valeur dans le fibre´ associe´ de fibre g et d’action sur g, l’action adjointe.
Les ope´rateurs de translation bien de´finis sur P seront les rele`vements horizontaux
de de´rive´es de Lie de M , sur P . C’est a` dire localement
s∗i LκA = iκ s
∗
iF s
∗
i Lκϕ
a = Lκ s∗iϕa + liκs∗iA s∗iϕa (1.16)
Dans ce qui suivra on n’e´crira plus explicitement les trivialisations locales et on e´crira
cette meˆme e´quation sous une forme plus familie`re aux physiciens
Lκϕ
a = Lκϕa + δjauge(iκA)ϕa (1.17)
L’e´quation (1.5) dans le cas d’une the´orie de jauge, prendra sur les champs la forme
suivante
[Qaα,Qbβ] = −2i(Cγµ)aα bβ
(
∂µ + δ
jauge(Aµ)
)
+ 2(Cτ k)aα bβ δ
jauge(φk) (1.18)
ou` nous avons ignore´ dans ce cas l’existence d’e´ventuelles charges centrales. On expliquera
dans le dernier chapitre comment ces transformations de jauge peuvent eˆtre de´termine´es
ge´ome´triquement, mais il nous faudra tout d’abord mieux comprendre la ge´ome´trie de
l’espace des orbites de jauge. Notons e´galement qu’en ge´ne´ral cette e´quation ne s’applique
qu’aux champs modulo les e´quations du mouvement, et que l’alge`bre de supersyme´trie
n’admet pas toujours de repre´sentation fonctionnelle locale non line´aire.
1.2.4 Les diffe´rentes the´ories de Yang–Mills supersyme´triques
Comme nous l’avons de´ja` vu, une the´orie de Yang–Mills supersyme´trique peut ad-
mettre jusqu’a` 16 charges de supersyme´trie. Ceci implique qu’une the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique peut eˆtre de´finie sur un espace de Minkowski de dimension allant jus-
qu’a` dix. En effet la repre´sentation spinorielle de Spin(9, 1) de Majorana–Weyl est de
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dimension 16, et aucune repre´sentation spinorielle de cette dimension n’existe en di-
mension plus e´leve´e. Avec seize ge´ne´rateurs de supersyme´trie, tous les supermultiplets
contiennent une particule de spin supe´rieur ou e´gal a` 1. On se limitera ici au super-
multiplet vectoriel contenant le champs de Yang–Mills comme champ de spin le plus
e´leve´. Toutes les autres the´ories de Yang–Mills maximalement supersyme´triques peuvent
eˆtre engendre´es a` partir de la the´orie « souche » en dix dimensions, par une proce´dure
de re´duction dimensionnelle. Plus de 8 charges de supersyme´tries impliquent la super-
syme´trie maximale, le second cas est donc celui de 8 ge´ne´rateurs de supersyme´trie. Dans
cette seconde e´ventualite´, la the´orie « souche » est de´finie sur l’espace de Minkowski a` six
dimensions. La dernie`re possibilite´ que l’on conside´rera est celle de 4 ge´ne´rateurs de su-
persyme´trie, dont la the´orie « souche » est Yang–Mills supersyme´trique N = 1 en quatre
dimensions. Ces trois classes de the´orie incluent respectivement les the´ories de Yang–Mills
supersyme´triques N = 1, N = 2 et N = 4 en quatre dimensions. Ces the´ories ne sont
a` priori bien de´finies que sur un espace de Minkowski, mais il est possible d’e´tendre leur
de´finition sur un espace euclidien par continuation analytique [19]. On fait cependant re-
marquer qu’une condition de type Majorana, ou de ses diffe´rentes ge´ne´ralisations faisant
intervenir le groupe de syme´trie interne, qui existe pour Spin(n− 1, 1), existe e´galement
pour Spin(n−2). Ceci implique que les alge`bres de supersyme´tries de type Yang–Mills «
souches » sont en dimension 8, 4 et 2 dans un espace euclidien. Mais bien que ces alge`bres
de syme´trie puissent eˆtre construites, elles admettent en ge´ne´ral un groupe de syme´trie
interne non compact qui implique qu’un des champs scalaires de toute the´orie admettant
cette syme´trie ait un terme cine´tique du mauvais signe dans l’action. La bonne de´finition
de la the´orie ne´cessite de rede´finir ces champs de telle sorte que les transformations de
supersyme´trie de´finissent alors des identite´s de Ward formelles qui ne correspondent pas
a` des transformations infinite´simales des champs. Dans ce qui suit, nous utiliserons ce-
pendant parfois ces repre´sentations lorsqu’elles existent, car elles permettent de de´crire
les identite´s de Ward des the´ories physiques associe´es comme des transformations infi-
nite´simales des champs et sont plus en accord avec certaines interpre´tations alge´briques
dans les the´ories de type cohomologique correspondantes. Dans les cas de la supersyme´trie
non maximale, il est possible de conside´rer des supermultiplets de matie`re incluant seule-
ment des champs scalaires et des spineurs.
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Chapitre 2
La the´orie de type cohomologique
souche
La proce´dure de torsion et l’interpre´tation de la the´orie tordue qu’on en fait sont
diffe´rentes en dimension supe´rieure a` quatre. Dans les cas quadridimensionnels l’ope´ration
de torsion se fait en re´duisant la covariance sous l’action du groupe des rotations fois
un groupe de syme´trie interne a` un sous groupe, qui fait intervenir la diagonale d’un
sous groupe SU(2) de Spin(4) ou de Spin(4) lui meˆme avec un sous groupes SU(2)
ou Spin(4) du groupe de syme´trie interne. La formulation ainsi obtenue est toujours
covariante sous l’action d’un groupe isomorphe a` Spin(4) qui est re´interpre´te´ comme
associe´ au groupe des rotations de la the´orie, ce qui permet de de´finir la the´orie sur
une varie´te´ riemannienne arbitraire. En dimension supe´rieure, l’ope´ration de torsion se
fait en re´duisant la covariance sous le groupe des rotations Spin(n) a` un sous groupe
G de celui-ci, pour lequel la repre´sentation vectorielle reste irre´ductible. La nouvelle
the´orie admet une covariance re´duite et ne peut eˆtre de´finie que sur des varie´te´s dites,
d’holonomie spe´ciale, ou des varie´te´s « plus simples » , dont les groupes d’holonomie sont
des sous groupes de G [16, 20]. Les the´ories topologiques de type cohomologique sont
invariantes par des de´formations arbitraires de la me´trique, ce qui permet de montrer
formellement l’invariance des observables par les home´omorphismes isotopes a` l’identite´.
Dans le cadre des the´ories de type cohomologique faisant intervenir explicitement une G-
structure, celles-ci ne seront en ge´ne´ral invariantes que par les home´omorphismes isotopes
a` l’identite´ qui pre´servent cette G-structure. On admet cependant que ces observables
sont invariantes sous l’action de tout diffe´omorphisme, comme dans le cas des the´ories
topologiques.
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2.1 L’ope´ration de torsion en huit dimensions
La the´orie de type cohomologique de Yang–Mills de´finie par une ope´ration de torsion
applique´e a` une the´orie supersyme´trique sur l’espace de dimension la plus e´leve´e est
de´finie sur une varie´te´ de Joyce de dimension huit [16, 20]. On peut l’obtenir par une
ope´ration de torsion sur la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique N = 2 de´finie sur un
espace plat euclidien.
2.1.1 La the´orie de Yang–Mills supersyme´trique
Pour plus de clarte´ nous allons brie`vement de´river l’action et les syme´tries de cette
the´orie par re´duction dimensionnelle de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique en
dimension dix. Les champs de cette the´orie consistent en un champ de jauge, connexion
d’un fibre´ principal de groupe G, et un fermion dans une repre´sentation spinorielle de
Majorana–Weyl a` valeur dans le fibre´ adjoint associe´ [21].∫
M
d10xTr
(
−1
4
FmnF
mn +
i
2
(Λ /DΛ)
)
(2.1)
avec les matrices gamma en dix dimensions de´finies a` partir de celles en huit comme suit
Γm ≡ σ2 ⊗ γµ, σ2 ⊗ γ9, σ1 ⊗ 1 (2.2)
A l’aide d’un spineur constant dans la repre´sentation de Majorana–Weyl, on peut e´crire
les transformations de supersyme´trie de la manie`re suivante
δAm= i
(
ǫΓmΛ
)
δΛ= /Fǫ (2.3)
ou` la convention pour /F sera la meˆme quelque soit la dimension, c’est a` dire qu’une forme
barre´e de rang n est la contraction de celle-ci avec n matrices gamma, avec un facteur
1
n!
. On ne peut pas obtenir directement la the´orie euclidienne en huit dimensions par
re´duction dimensionnelle sur un tore, puisque la the´orie a` dix dimensions est de´finie sur
un espace de Minkowski. La the´orie de´finie sur un espace de Minkowski a` huit dimensions
obtenue par re´duction dimensionnelle a pour champs, un champ de jauge, un scalaire et
un pseudoscalaire ainsi qu’un spineur de Majorana. L’action prend la forme∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
Dµφ1D
µφ1 − 1
2
Dµφ2D
µφ2 +
i
2
(
λ /Dλ
)
−1
2
[φ1, φ2]
2 +
i
2
(
λγ9[φ1, λ]
)
+
1
2
(
λ[φ2, λ]
))
(2.4)
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et les transformations de supersyme´trie sont
δAµ= i(ǫγµλ)
δφ1= i(ǫγ9λ)
δφ2=(ǫλ)
δλ= /Fǫ− γ9 /Dφ1ǫ− i /Dφ2ǫ− iγ9[φ1, φ2]ǫ (2.5)
Cette repre´sentation de la supersyme´trie peut eˆtre continuˆment de´forme´e par extension
de la me´thode de Van Nieuwenhuizen et Waldron [22]
x0 → e−iθx0 γ8 ≡ iγ0
Aµ → (eiθA8, Ai)
λ→ e 12 θγ8γ9λ λ†→λ†e 12 θγ8γ9
φ1→ eiθφ1 φ2→φ2
(2.6)
La repre´sentation sur un espace euclidien est obtenue pour θ = π
2
. L’action super-
syme´trique correspondante est cependant mal de´finie, le terme cine´tique du champ φ1 et
le terme quartique dans les champs scalaires sont du mauvais signe. La bonne de´finition
de la rotation de Wick ne´cessite de conside´rer une action non hermitienne et les trans-
formations de supersyme´tries comme des identite´s de Ward formelles qui ne sont pas
des variations infinite´simales des champs [19]. L’inte´gration fonctionnelle sur les fermions
e´tant purement alge´brique, on peut conside´rer les champs spinoriels et les parame`tres
de supersyme´trie dans la repre´sentation de Majorana. La bonne de´finition de la the´orie
est obtenue en substituant −iφ1 au champ φ1 dans l’action et les transformations de
supersyme´trie. On obtient ainsi l’action de la the´orie euclidienne de´sire´e∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
Dµφ1D
µφ1 − 1
2
Dµφ2D
µφ2 − i
2
(
λ /Dλ
)
−1
2
[φ1, φ2]
2 − i
2
(
λγ9[φ1, λ]
)− 1
2
(
λ[φ2, λ]
))
(2.7)
et les transformations de supersyme´trie
δAµ= −i(ǫγµλ)
δφ1 = −i(ǫγ9λ)
δφ2 = −(ǫλ)
δλ = /Fǫ− γ9 /Dφ1ǫ− i /Dφ2ǫ− iγ9[φ1, φ2]ǫ (2.8)
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On peut calculer le commutateur de deux supersyme´tries, et remarquer qu’on obtient
une translation modulo une transformation de jauge et les e´quations du mouvement. Sur
le champ de jauge et les deux champs scalaires, l’alge`bre est en involution comme suit
[δ1, δ2] = −2i(ǫ1γµǫ2)
(
∂µ + δ
jauge(Aµ)
)− 2 δjauge(ǫ1[iγ9φ1 + φ2]ǫ2) (2.9)
alors que dans le cas du fermion
[δ1, δ2]λ = −2i(ǫ1γµǫ2)Dµλ− [2 (ǫ1[iγ9φ1 + φ2]ǫ2) , λ]−M
(
i /Dλ+ iγ9[φ1, λ] + [φ2, λ]
)
(2.10)
ou`
M =
(
− 7
16
(
ǫ1ǫ2
)− 7
16
(
ǫ1γ
µǫ2
)
γµ +
3
2
(
ǫ1γ
µνσρǫ2
)
γµνσρ
+
3
8
(
ǫ1γ9γ
µνσǫ2
)
γ9γµνσ − 7
16
(
ǫ1γ9ǫ2
)
γ9
)
(2.11)
2.1.2 La the´orie tordue
Sur une varie´te´ de dimension huit dont le groupe d’holonomie est inclus dans Spin(7) ⊂
SO(8), ou` l’inclusion est de telle sorte que Spin(7) agit sur un vecteur de SO(8) comme
sur un spineur de Majorana, il est possible de de´finir globalement un spineur constant
ζ qui peut eˆtre choisi de Majorana–Weyl chiral et norme´ [20]. La donne´e de ce spineur
permet de de´finir une 4-forme constante sur la varie´te´, dite 4-forme octonionique, e´tant
donne´ son lien direct avec les coefficients de structure des octonions.
(
ζζ
)
= 1 4!
(
ζγµνσρζ
)
= Ωµνσρ (2.12)
La repre´sentation d’un spineur de Majorana en dimension huit euclidienne est re´ductible
dans ses composantes chirales et antichirales. Sous l’action de Spin(7), un spineur de
Majorana–Weyl chiral se repre´sente dans la repre´sentation somme directe de la repre´sentation
scalaire et de la repre´sentation vectorielle de Spin(7). Cette dernie`re est e´quivalente a`
celle d’une 2-forme en huit dimensions, anti-autoduale au sens de la 4-forme octonionique
χ =
1
2
(
χ− ⋆Ω∧χ
)
(2.13)
La repre´sentation d’un spineur antichiral est quand a` elle isomorphe a` la repre´sentation
spinorielle de Spin(7), c’est a` dite la repre´sentation vectorielle en huit dimensions. On
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peut donc de´composer un spineur de Majorana en huit dimensions comme suit
λ+=
(
η + /χ
)
ζ
λ−= i /Ψζ (2.14)
On rede´finit les champs scalaires de la manie`re suivante
Φ ≡ iφ1 + φ2 Φ¯ ≡ 1
2
(
iφ1 − φ2
)
(2.15)
Partant de la the´orie supersyme´trique de´finie sur un espace plat, il est possible de
tordre (twister) les ge´ne´rateurs de supersyme´trie de la meˆme manie`re. Si on ne de´sire
conserver que la charge scalaire de supersyme´trie, l’action, l’alge`bre et en fait la the´orie,
peuvent eˆtre de´finies sur une varie´te´ arbitraire dont le groupe d’holonomie est inclus dans
Spin(7). Afin que le carre´ de la charge scalaire soit donne´ par une transformation de jauge
inde´pendamment des e´quations du mouvement, on introduit une 2-forme anti-autoduale
auxiliaire T . La charge scalaire agit comme suit sur les champs
sA=Ψ
sΨ=−dAΦ
sΦ=0
sΦ¯= η
sη= [Φ, Φ¯]
sχ=F− + T
sT =
(
dAΨ
)−
+ [Φ, χ] (2.16)
On reconnaˆıt la forme de la diffe´rentielle d’un mode`le de Cartan de cohomologie e´quivariante
pour le groupe des automorphismes verticaux d’un fibre´ principal de base octodimension-
nelle [33]. Il s’agit de la forme e´quivariante de l’ope´rateur BRST topologique de´finie par
L. Baulieu, I. M. Singer et H. Kanno [16].
La forme tordue de l’action est obtenue en appliquant le changement de variable et en
ajoutant un terme quadratique pour le champ auxiliaire T , dont l’inte´gration gaussienne
est triviale.∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν + ηDµΨ
µ +DµΦ¯D
µΦ + 4χµνDµΨν
+2Φ¯ΨµΨ
µ + 2Φχµνχ
µν + Φη2 +
1
2
[Φ, Φ¯]2 + TµνT
µν
)
(2.17)
40 CHAPITRE 2. LA THE´ORIE DE TYPE COHOMOLOGIQUE SOUCHE
La de´composition des repre´sentations de Spin(8) dans des repre´sentation de Spin(7)
correspondant a` l’ope´ration de torsion de´finit le champ Φ comme proportionnel au com-
plexe conjugue´ de Φ¯ et les champs fermioniques Ψ, η et χ comme re´els. L’ope´rateur BRST
topologique est ainsi un ope´rateur formel qui ne correspond pas a` une transformation infi-
nite´simale des champs. L’interpre´tation alge´brique de la diffe´rentielle BRST topologique
comme la diffe´rentielle d’un mode`le de Cartan ne´cessite pourtant que celle-ci soit re´elle.
De plus, le champ scalaire Φ se localise dans la the´orie de type cohomologique sur une
courbure de l’espace des connexions, conside´re´ comme un fibre´ principal de groupe de
structure, le groupe des transformations de jauge quotiente´ par le centre du groupe de
jauge, et doit par conse´quent eˆtre de´fini re´el. La bonne de´finition de la the´orie de type
cohomologique ne´cessite ainsi une rede´finition des champs de telle sorte que les champs
A, Ψ, Φ soient re´els et les champs Φ¯, η, χ et T imaginaires purs. Examinons la the´orie
des champs qui admet (2.17) pour action, en conside´rant que les champs A et Ψ sont
re´els, que les champs scalaires Φ et Φ¯ sont de´finis en fonctions de champs re´els φ1 et φ2
par
Φ ≡ eiθφ1 + φ2 Φ¯ ≡ i
2
(
φ1 − e−iθφ2
)
(2.18)
et pour laquelle les fermions η et χµν et le champ auxiliaire Tµν sont rede´finis avec un
facteur de phase eiτ . L’action de cette the´orie en fonction des champs re´els s’e´crit
∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν + eiτηDµΨ
µ + 4eiτχµνDµΨν − 1
2
[φ1, φ2]
2 + e2iτTµνT
µν
+
ei(
pi
2
+θ)
2
Dµφ1D
µφ1 +
e−i(
pi
2
+θ)
2
Dµφ2D
µφ2 (2.19)
+iφ1ΨµΨ
µ + ei(θ+2τ)φ1
(
2χµνχ
µν + η2
)
+ e−i(
pi
2
+θ)φ2ΨµΨ
µ + e2iτφ2
(
2χµνχ
µν + η2
))
On de´finit pour chaque diagramme de Feynman, I1, I2 et I± les nombres de propagateurs
respectivement associe´s aux champs scalaires φ1, φ2 et aux fermions de ce diagramme, V1,
V2 et V± les nombres de vertex couplant le champ de jauge respectivement aux champs
φ1, φ2 et aux fermions, V12, V1+, V1−, V2+, et V2− les vertex couplant respectivement
les champs scalaires entre eux, le champs φ1 au champ Ψµ, le champ φ1 aux champs η
et χµν , le champs φ2 au champ Ψµ, et le champ φ2 aux champs η et χµν , et enfin, E1,
E2, E+, E−, les sommes des nombres de pattes externes associe´es respectivement aux
champs φ1, φ2, Ψµ, η et χµν , et des ordres auxquels ces champs apparaissent respective-
ment dans les insertions de polynoˆmes locaux. Par simple comptage, on obtient que la
de´pendance d’un diagramme donne´ dans les parame`tres θ et τ se re´duit a` un facteur de
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phase e−iθ(I1−I2−V1+V2+V2+−V1−)−iτ(I±−V±−2V1−−2V2−). Les identite´s
2I1 = E1 + 2V1 + 2V12 + V1+ + V1−
I± = E+ + V± + 2V1+ + 2V2+
2I2 = E2 + 2V2 + 2V12 + V2+ + V2−
I± = E− + V± + 2V1− + 2V2−
(2.20)
impliquent que ce facteur de phase est e´gal a` e
iθ
4
(2E2−2E1+E+−E−)−iτE− et qu’il est donc
le meˆme pour tous les diagrammes qui correspondent a` la meˆme fonction de corre´lation.
On en de´duit que les fonctions de corre´lation des champs ou de polynoˆmes locaux des
champs de la the´orie de´pendent des parame`tres θ et τ , uniquement a` travers un facteur
de phase. Les observables de la the´orie de type cohomologique sont des fonctionnelles des
champs A, Ψ et Φ, dont les seules fonctions de corre´lation non nulles sont de nombre de
fantoˆme topologique e´gal a` l’indice de l’ope´rateur de Dirac covariant de jauge de´fini sur la
varie´te´. Pour de telles fonctions de corre´lation, la de´pendance dans les parame`tre θ et τ est
donne´e par le facteur de phase e
iθ
4
ind(/D). L’inte´grale fonctionnelle ve´rifie donc une certaine
covariance par des de´formations complexes du domaine d’inte´gration fonctionnelle bien
pre´cises, qui permettent d’identifier la the´orie de´finie a` partir de l’action (2.17), ou` les
champs scalaires sont de´finis par (2.15) et tous les autres champs sont re´els (θ = π
2
et
τ = 0), avec la the´orie de´finie a` partir de cette meˆme action, ou` les champs A, Ψ, Φ
sont re´els et les champs Φ¯, η, χ et T imaginaires purs (θ = 0 et τ = π
2
). On conside´rera
dore´navant les champs de la the´orie tordue A, Ψ, Φ comme re´els et les champs Φ¯, η, χ
et T comme imaginaires purs. Nous n’e´crirons pas ces champs imaginaires purs comme
i en facteur de champs re´els, de manie`re a` faciliter les comparaisons avec la formulation
non tordue de la the´orie et le contenu des publications.
Afin de mettre en e´vidence les proprie´te´s de l’action tordue, on de´compose le terme
de Yang–Mills en un terme topologique plus un terme ne faisant intervenir que la partie
anti-autoduale de la courbure [16]
− 1
4
FµνF
µν = −1
8
ΩµνσρFµνFσρ − F−µνF−µν (2.21)
Par terme topologique, on n’entend pas que
∫
Ω∧Tr F∧F de´finit un invariant topolo-
gique de la varie´te´ de base, car ce terme de´pend explicitement de la me´trique a` travers
la 4-forme octonionique. Ne´anmoins, ce terme est invariant par rapport a` toute varia-
tion infinite´simale du champ de jauge, ce qui signifie qu’il est invariant par rapport aux
diffe´omorphismes isotopes a` l’identite´ de´finis sur l’espace des connexions. L’action de la
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the´orie se re´e´crit ainsi∫
M
d8xTr
(
−1
8
ΩµνσρFµνFσρ − F−µνF−µν + ηDµΨµ +DµΦ¯DµΦ + 4χµνDµΨν
+2Φ¯ΨµΨ
µ + 2Φχµνχ
µν + Φη2 +
1
2
[Φ, Φ¯]2 + TµνT
µν
)
(2.22)
Comme l’ont montre´ Acharya, Figuera–O’Farrill, Spence et O’Loughlinsix dans [23], cette
action peut eˆtre e´crite sous une forme propre au the´ories de type cohomologique, c’est a`
dire comme la somme d’un terme topologique et d’un terme BRST-exact
− 1
2
∫
M
Tr
(
Ω ∧ F ∧ F
)
+ s
∫
M
Tr
(
−2χ ⋆ (F − T ) + Φ¯dA ⋆Ψ+ 1
2
⋆ η[Φ, Φ¯]
)
(2.23)
Cette action peut eˆtre interpre´te´e comme une fixation de jauge du terme topologique,
en conside´rant le fait que les champs de la the´orie constituent une tour bien de´finie de
fantoˆmes et d’antifantoˆmes [16]
A
Ψ χ
Φ T Φ¯
η
(2.24)
Dans le formalisme de Mathai–Quillen, il est possible d’interpre´ter l’exponentielle du
terme BRST-exact comme le repre´sentant alge´brique d’une classe de Thom qui implique
une localisation de l’inte´grale fonctionnelle sur les orbites de jauge de courbure autoduale
(toujours au sens de la 4-forme octonionique) [33]. Cette construction est en principe
invariante sous diffe´omorphisme. La bonne de´finition de l’inte´grale fonctionnelle requiert
en outre de fixer la jauge associe´e a` l’invariance de jauge ordinaire. Le formalisme de
Mathai–Quillen ne constitue une construction rigoureuse que dans le cas d’un espace de
dimension finie [24]. Une bonne de´finition dans le cadre de la the´orie des champs requiert
en particulier une e´tude scrupuleuse des modes ze´ro des fermions de la the´orie. L’indice de
l’ope´rateur de Dirac covariant de jauge, qui de´finit la dimension dite virtuelle de l’espace
de modules conside´re´, doit eˆtre e´gal a` la dimension de celui-ci. Il est donne´ par l’oppose´
de l’inte´grale du produit exte´rieur du genre Aˆ de la varie´te´ octodimensionnelle et du
caracte`re de Chern du fibre´ principal selon le the´ore`me d’Atiyah–Singer [25].
ind( /D) =
1
24(8π)4
∫ (
Rab∧Rab∧Tr F∧F − 16Tr F∧F∧F∧F
)
− Aˆ(M) Tr 1 (2.25)
En dehors des varie´te´s d’holonomie incluse dans G2, pour lesquelles l’indice de l’ope´rateur
de Dirac covariant de jauge est nul,1 il existe quatre classes de varie´te´s compactes d’holo-
1L’ope´rateur de Dirac covariant de jauge est alors autoadjoint.
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nomie incluse dans Spin(7) qu’on peut e´tudier dans le cadre de cette the´orie. Le cas des
varie´te´s de Joyce, dont le groupe d’holonomie est Spin(7) lui-meˆme, celui des varie´te´s
de Calabi–Yau dont le groupe d’holonomie est SU(4), les varie´te´s hyperKa¨hler dont le
groupe d’holonomie est Sp(2) et enfin les produits de deux surfaces K3 (varie´te´s quadri-
dimensionnelles de Calabi–Yau) d’holonomie SU(2) × SU(2), avec l’inclusion naturelle
des groupes Spin(4) ⊂ Spin(5) ⊂ Spin(6) ⊂ Spin(7) auxquels ces groupes d’holono-
mie sont isomorphes [20]. Le genre Aˆ(M) peut eˆtre de´termine´ dans ces cas comme le
nombre a = 1, 2, 3, 4 de spineurs de Majorana–Weyl constants sur les varie´te´s d’ho-
lonomie Spin(8 − a), ce qui permet de de´montrer que ces varie´te´s sont ne´cessairement
simplement connexes [20]. Les auteurs de [16] diffe´rencient le cas des varie´te´s d’holo-
nomie incluse dans SU(4), en utilisant explicitement la structure complexe de´finie sur
celles-ci. Notons que la construction ADHM des connexions autoduales [26] en quatre
dimensions n’a pas e´te´ ge´ne´ralise´e au cas octodimensionnel, et les espaces de modules
pertinents pour cette the´orie sont encore aujourd’hui bien myste´rieux. Il est malgre´ tout
possible de de´finir formellement des observables de la the´orie, c’est a` dire des classes
de cohomologie de l’ope´rateur BRST dans le complexe des fonctionnelles invariantes de
jauge des champs, a` partir des polynoˆmes invariants du champ Φ et des fonctionnelles
des champs dont ils descendent. Dans le formalisme de Mathai–Quillen, ce champ est le
repre´sentant alge´brique de la courbure de l’espace des connexions de jauge irre´ductibles,
conside´re´ comme un fibre´ principal, de groupe de structure, le groupe des automorphismes
verticaux quotiente´ par le centre du groupe de jauge [33]. En l’absence de construction
explicite de ces observables, il est difficile de caracte´riser inte´gralement leur invariance. La
construction de Mathai–Quillen sugge`re que ces observables constituent des applications
qui associent des e´le´ments de cohomologie de de Rham de l’espace de modules des orbites
de jauge autoduales a` des cycles d’homologie de la varie´te´ octodimensionnelle, proposant
ainsi une extension des invariants de Donaldson au cas des varie´te´s octodimensionnelles
d’holonomie re´duite [27]. La construction des invariants de Donaldson en mathe´matique
est inde´pendante de leur formulation en the´orie des champs. On montre formellement en
the´orie des champs qu’il s’agit d’invariants par rapport aux home´omorphismes isotopes
a` l’identite´, en re´fe´rant a` la trivialite´ BRST du tenseur e´nergie impulsion. Cependant,
S. K. Donaldson a de´montre´ qu’il s’agit, et c’est la` tout leur inte´reˆt en mathe´matique,
d’invariants par rapport aux diffe´omorphismes qui permettent de distinguer des struc-
tures diffe´rentielles distinctes d’une meˆme varie´te´ topologique. Il constituent donc des
invariants par rapport aux diffe´ormorphismes, sur lesquels des home´omorphismes non
isotopes a` l’identite´ agissent de manie`re non triviale. L’absence de construction explicite
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en mathe´matique dans le cas de la the´orie en huit dimensions empeˆche de de´terminer
l’e´tendue des diffe´omorphismes sous l’action desquels les observables de la the´orie sont
invariantes. Si ceux-ci se restreignaient aux diffe´omorphismes pre´servant la structure
Spin(7), les observables de´pendraient du choix de la structure Spin(7) conside´re´e sur
la varie´te´, ce qui semblerait proscrire toute interpre´tation mathe´matique signifiante de
celles-ci en tant qu’invariants. Mais si on admet en revanche, en conside´rant que la
construction de Mathai–Quillen en apporte une preuve formelle, que ces observables
de´finissent des invariants sous diffe´omorphisme de la varie´te´, ceux-ci de´pendraient seule-
ment de la classe d’e´quivalence par rapport aux diffe´ormorphismes de la structure Spin(7)
conside´re´e [16]. D. Joyce a montre´ dans le cas des varie´te´s irre´ductibles discute´ ci-dessus,
que le quotient de l’espace des structures Spin(7) par les diffe´omorphismes isotopes a`
l’identite´ est une varie´te´ diffe´rentiable de dimension2 a+b4−(M) [28]. Cette dimension est
comprise entre 30 et 3880 dans les exemples de varie´te´ d’holonomie Spin(7) qu’il propose
dans [28, 29].
2.1.3 Formulation tordue de la the´orie supersyme´trique
Sur un espace plat, on peut conside´rer la the´orie supersyme´trique dans sa formulation
tordue. Dans ce cas on peut conside´rer l’ensemble des charges de supersyme´trie comme
des charges tordues, en substituant
(
θ + /Θ+ i/ϑ
)
ζ au spineur constant ǫ. Les transforma-
tions des fermions sont obtenues en de´veloppant les formules
δSusyη =
(
ζδSusyλ
)
δSusyχµν = −1
2
(
ζγµνδ
Susyλ
)
δSusyΨµ = −i
(
ζγµδ
Susyλ
)
(2.26)
Avec la de´finition δSusy ≡ θs+Θµνsµν+ϑµsµ, on obtient l’action des ope´rateurs sµ et sµν .
sµνAσ =4P
−
µνσ
ρ
Ψρ
sµνΨσ =4P
−
µνσ
ρ
DρΦ
sµνΦ=0
2Ou` b4− est la dimension de l’espace des 4-formes harmoniques anti-autoduales.
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sµνΦ¯= 2χµν
sµνη=−2F−µν
sµνχσρ=−4P−µν[σκF+κ|ρ] + P−µνσρ[Φ, Φ¯]
(2.27)
sµAν = δµν η − 4χµν
sµΨν =−
(
δσρµν +
1
2
Ωµν
σρ
)
Fσρ − δµν [Φ, Φ¯]
sµΦ=2Ψµ
sµΦ¯= 0
sµη=−2DµΦ¯
sσχµν =4P
−
µνσ
ρ
DρΦ¯ (2.28)
Si on calcule les anticommutateurs de ces ope´rateurs, on obtient
{sµ, sν}=4δµνδjauge(Φ¯)
{s, sµ}=−2
(
∂µ + δ
jauge(Aµ)
)
{sµν , sσρ}=4P−µνσρδjauge(Φ)
{s, sµν}=0
{sσ, sµν}=−4P−µνσρ
(
∂ρ + δ
jauge(Aρ)
)
(2.29)
excepte´ pour les fermions, pour lesquels ces e´galite´s ne sont valables que modulo l’intro-
duction des e´quations du mouvement. Comme dans le cas de la syme´trie scalaire, nous
allons tenter de comple´ter l’alge`bre en introduisant la 2-forme anti-autoduale T . Pour le
cas de la syme´trie vectorielle, on peut montrer que cela peut eˆtre effectue´ en modifiant
la transformation du champ Ψµ comme suit
sµΨν =−
(
δσρµν +
1
2
Ωµν
σρ
)
Fσρ − δµν [Φ, Φ¯] + αTµν
sσTµν =− 8
α
P−µνσ
ρ
(
Dρη + 4D
κχκρ − 2[Φ¯,Ψρ]
)
(2.30)
La mise en involution de l’alge`bre a` travers l’anticommutateur ssµ + sµs implique que le
parame`tre α est e´gal a` 4.
Dans le cas de la syme´trie tensorielle, on doit modifier les transformations des champs
η et χµν . Le calcul montre que les transformations du champ scalaire et du champ auxi-
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liaire doivent eˆtre modifie´es de la manie`re suivante
sµνη=−2
(
F−µν + Tµν
)
sµνTσρ=2P
−
µνσρ
(
DκΨ
κ − [Φ, η]) (2.31)
La transformation du champ χµν devrait e´galement eˆtre modifie´e pour supprimer les
e´quations du mouvement dans
{sµν , sσρ}χκλ = 4P−µνσρ[Φ, χκλ]− 4P−µνσρ
( (
dAΨ
)−
κλ
+ [Φ, χκλ]
)
+ 2P−σρκλ
( (
dAΨ
)−
µν
+ [Φ, χµν ]
)
+ 2P−µνκλ
( (
dAΨ
)−
σρ
+ [Φ, χσρ]
)
(2.32)
et pour empeˆcher leur apparition dans les commutateurs de sµν avec les autres ge´ne´rateurs,
due a` l’introduction du champ auxiliaire. Dans le cas quadridimensionnel il est suffisant
pour ce faire de substituer aux transformations de χµν et du champ auxiliaire
sNewµν χσρ≡ sOldµν χσρ + αP−µν[σκTκ|ρ]−
sNewµν Tσρ≡ sOldµν Tσρ + β P−µν[σκ
( (
dAΨ
)−
κ|ρ]−
+ [Φ, χκ|ρ]− ]
)
(2.33)
Mais en huit dimensions cette modification est nulle, a` cause des proprie´te´s du projecteur
anti-autodual (voir appendice B.2 e´quations (B.8)). Cette diffe´rence provient du fait qu’en
dimension quatre, la de´composition d’une 2-forme dans ses composantes autoduales et
anti-autoduales correspond a` la de´composition de la repre´sentation adjointe de so(4) en
su(2)⊕su(2) qui permet de construire une 2-forme anti-autoduale a` partir d’une forme bi-
line´aire sur les 2-formes anti-autoduales. Alors qu’en huit dimensions, so(8) se de´compose
en so(7) plus la repre´sentation vectorielle de so(7), dont le produit tensoriel avec elle-
meˆme se de´compose en la repre´sentation scalaire, la repre´sentation syme´trique sans trace
de so(7) et la repre´sentation adjointe de so(7), qui n’incluent pas la repre´sentation vecto-
rielle de so(7). Les alge`bres de supersyme´trie des the´ories de Yang–Mills sont intimement
lie´es aux alge`bres sans diviseur de ze´ro de la construction de Cayley–Dickson [30]. Les
alge`bres de supersyme´trie N = 1, 2, 4 en quatre dimensions sont respectivement relie´es
aux alge`bres C, H et O. D’un point de vue alge´brique, on peut comprendre l’impossibilite´
de fermer l’alge`bre comple`te de supersyme´trie maximale comme une conse´quence de la
non-associativite´ de l’alge`bre des octonions O [31].
2.1.4 Torsion du tenseur e´nergie impulsion
Afin de mieux comprendre ce que signifie la re´interpre´tation du groupe des rotations
lors de la proce´dure de torsion, nous allons comparer les tenseurs e´nergie impulsion res-
pectifs de la the´orie supersyme´trique et de la the´orie tordue. La seule difficulte´ technique
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dans le calcul du tenseur e´nergie impulsion de la the´orie supersyme´trique, re´side dans
le terme
(
λ /Dλ
)
qui fait intervenir les octades eaµ et la connexion de spin ωµ
a
b en espace
courbe.
δTr
(
λ /Dλ
)
= δeµa Tr
(
λγaDµλ
)
+
1
2
eµaδω
bc
µ Tr
(
λγaγbcλ
)
= δeµa Tr
(
λγaDµλ
)
+
3
2
eµaδω
bc
µ Tr
(
λγabcλ
)
(2.34)
En utilisant l’e´quation de torsion nulle ∇s[µδeaν] + δω[µab ebν] = 0 et l’e´quation
− i
2
Tr
(
λγ{µDν}λ
)
= Tr
(
− i
2
(
λγνDµλ
)
+
1
2
(
λγµνE
(λ)
)
+
3i
4
Dσ
(
λγσµνλ
))
(2.35)
ou` on notera dore´navant E(ϕ) l’e´quation du mouvement du champ ϕ,3 on montre que le
tenseur e´nergie impulsion, modulo une partie antisyme´trique line´aire dans les e´quations
du mouvement, est donne´ par
Tµν = Tr
(
−FµσFνσ −Dµφ1Dνφ1 −Dµφ2Dνφ2 − i
2
(
λγ{µDν}λ
)
+
1
2
gµν
(
1
2
FσρF
σρ +DσΦ1D
σφ1 +Dσφ2D
σφ2 + i
(
λ /Dλ
)
+[φ1, φ2]
2 + i
(
λγ9[φ1, λ]
)
+
(
λ[φ2, λ]
)))
(2.36)
En utilisant la meˆme formule (2.35), on montre aise´ment que ce tenseur est conserve´
modulo les e´quations du mouvement.
∇νTµν = Tr
(
−FµνE(A) ν −Dµφ1E(φ1) −Dµφ2E(φ2) −
(
DµλE
(λ)
)
+
1
2
Dν
(
λγµνE
(λ)
))
(2.37)
Notons e´galement que la connexion de spin agit diffe´remment sur les fermions apre`s et
avant l’ope´ration de torsion. Si on tord la de´rive´e covariante des fermions, on obtient
∇sµη= ∂µη − ω− abµ χab
∇sµχab= ∂µχab +
1
2
ω−µabη + 2ω
+
µ [a
c
χc|b]−
∇sµΨa= ∂µΨa − ω−µabΨb + ω+µabΨb (2.38)
3avec la de´finition
δS =
∫
M
d8x
√
gTr
(∑
A
δϕAE
A
)
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alors qu’apre`s l’ope´ration de torsion, la de´rive´e covariante agit sur les champs tordus de
la manie`re suivante
∇sµη= ∂µη
∇sµχab= ∂µχab + 2ωµ [acχc|b]−
∇sµΨa= ∂µΨa + ωµabΨb (2.39)
On remarque que ces de´finitions sont identiques si et seulement si ω− abµ = 0, c’est a`
dire si et seulement si les octades de´finissent une structure Spin(7) sur la varie´te´. Cette
proprie´te´ est e´quivalente au fait que dans le cas d’une connexion de torsion nulle, le groupe
d’holonomie est inclus dans Spin(7) [20]. Ceci implique que la proce´dure de torsion n’est
globalement de´finie que sur une varie´te´ d’holonomie incluse dans Spin(7) ; ce qui n’est
pas vraiment une restriction puisque la the´orie tordue n’est elle meˆme de´finie que dans
ce cas. Remarquons la diffe´rence avec le cas de la torsion de la the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique N = 2 en quatre dimensions, pour lequel l’ope´ration de torsion n’est
de´finie que sur une varie´te´ d’holonomie incluse dans SU(2) alors que la the´orie tordue
peut eˆtre de´finie sur une varie´te´ riemannienne arbitraire.
On obtient enfin, en re´e´crivant le tenseur e´nergie impulsion en fonction des variables
tordues
Tµν = Tr
(
−F{µσFν}σ + 1
4
gµνFσρF
σρ + 2D{µΦ¯Dν}Φ− gµνDσΦ¯DσΦ
+
1
2
ηD{µΨν} +
1
2
Ψ{µDν}η − 1
2
gµν
(
ηDσΨσ +ΨσD
ση
)
+ 2χ{µ
σDν}Ψσ + 2Ψ
σD{µχν}σ − 2gµν
(
χσρDσΨρ +Ψ
ρDσχσρ
)
+
1
2
gµν
(
η[Φ, η] + 2χσρ[Φ, χ
σρ] + 2Ψσ[Φ¯,Ψ
σ]− [Φ, Φ¯]2
))
(2.40)
La re´e´criture en fonction des variables tordues ne modifie en rien le fait que celui-ci soit
conserve´. La version tordue de l’e´quation (2.35) est
Tr
(1
2
ηD{µΨν} + 2χ{µ
σDν}Ψσ +
1
2
Ψ{µDν}η + 2Ψ
σD{µχν}σ
)
= Tr
(
1
2
ηDµΨν + 2χν
σDµΨσ +
1
2
ΨνDµη + 2Ψ
σDµχνσ
− 1
4
Ωµν
σρDσ
(
ηΨρ
)− (3δρκλσµν + δ[κ[σΩλ]µνρ])Dσ(χκλΨρ)
+χµνE
(η) − 1
2
ηE(χ)µν + 4χ[µ
σE
(χ)
ν]σ +
1
2
(
δσρµν +
1
2
Ωµν
σρ
)
ΨσE
(Ψ)
ρ
)
(2.41)
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et la conservation du tenseur s’e´crit modulo les e´quations du mouvement
∇νTµν ≈ Tr
(1
2
RµνηΨ
ν − 2RµνχνσΨσ − 2RρµνσχνρΨρ
)
(2.42)
L’expression de droite n’est nulle que dans le cas ou` les octades de´finissent une structure
Spin(7), ce qui implique la nullite´ du tenseur de Ricci et le fait que le tenseur de Rie-
mann prend valeur dans le produit tensoriel syme´trise´ de la repre´sentation des 2-formes
autoduales avec elle-meˆme.
Pour calculer le tenseur e´nergie impulsion dans la the´orie tordue, il est important de
bien comprendre la de´pendance du projecteur anti-autodual dans les octades.
δP−µν
σρ
=−1
8
δ
(
eaµe
b
νe
σ
c e
ρ
d
)
Ωab
cd
=
1
4
Ωλν
σρeaµδe
λ
a −
1
4
Ωµν
λ[ρeaλδe
σ]
a (2.43)
Ce qui est cohe´rent, puisque P−µν
κλ
δP−κλ
θτ
P−θτ
σρ
= 0. Ainsi, sous un diffe´omorphisme f ,
une 2-forme anti-autoduale w− se transforme en une 2-forme f∗w
− qui est anti-autoduale
par rapport au projecteur transforme´ f∗P
−. Notons ne´anmoins que la de´pendance du
projecteur anti-autodual dans les octades ne se re´duit pas a` leur de´pendance dans la
me´trique. Ceci implique que le tenseur e´nergie impulsion de la the´orie tordue n’est pas
syme´trique.
Arreˆtons nous un instant pour discuter cette proprie´te´ du tenseur e´nergie impulsion
dans les the´ories faisant intervenir explicitement une G-structure strictement incluse dans
la structure SO(n) associe´e a` l’existence d’une me´trique et d’une forme de volume. De
manie`re ge´ne´rale, ces the´ories font intervenir en plus de la me´trique et du tenseur anti-
syme´trique de rang maximal, certains tenseurs invariants sous l’action du groupe G. Pour
les groupes de la liste de Berger, d’holonomie locale possibles des varie´te´s riemanniennes
compactes irre´ductibles et non syme´triques classifie´s par M. Berger [32], qui couvrent
tous les cas conside´re´s en physique, il s’agit de formes diffe´rentielles constantes sur la
varie´te´. Dans le cas usuel, tout diffe´omorphisme laissant invariante la me´trique est une
syme´trie de l’action, et on peut y associer une charge conserve´e de la the´orie. Le tenseur
e´nergie impulsion e´tant dans ce cas syme´trique, on peut y associer une charge conserve´e
pour chaque vecteur ve´rifiant l’e´quation de Killing. Dans le cas ou` la the´orie fait aussi
intervenir des tenseurs constants associe´s a` une G-structure, seuls les diffe´omorphismes
laissant invariants ces tenseurs seront des syme´tries de l’action. Le tenseur e´nergie impul-
sion ne doit donc permettre de de´finir une charge conserve´e que si on le contracte avec des
vecteurs engendrant des diffe´omorphismes qui laissent la G-structure invariante, c’est a`
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dire seulement si ces vecteurs κ, sont tels que eµaeb ν∇µκν est un e´le´ment de g ⊂ gl(n,R).
Ceci implique que le tenseur e´nergie impulsion est de manie`re ge´ne´rale de´fini dans le
supple´mentaire de g dans gl(n,R). On retrouve bien que le tenseur e´nergie impulsion
est syme´trique dans le cas ou` g = su(n). En revanche celui-ci aura une composante an-
tisyme´trique anti-autoduale dans le cas de notre the´orie tordue faisant intervenir une
structure Spin(7).
Pour calculer le tenseur e´nergie impulsion, nous allons utiliser ici le fait que la 4-forme
octonionique n’intervient dans l’action que sous la forme du projecteur anti-autodual.
L’action d’une de´rive´e de Lie sur une 2-forme anti-autoduale se de´compose en ses com-
posantes autoduales et anti-autoduales. Lorsqu’on conside`re la variation de l’action, on
peut donc de´composer explicitement
Lκw−µν
δLS
δwµν
= Lκw−µν
δLS
δw−µν
+ Lκw−µν
δLS
δw+µν
(2.44)
ou` la notation dans le terme de droite de´signe une de´rive´e fonctionnelle par rapport
a` une 2-forme ge´ne´rale, qu’on projette ensuite sur ses composantes autoduales et anti-
autoduales. Etant donne´ que le terme δ
LS
δw+µν
n’est pas l’e´quation du mouvement du champ
w−, les termes le faisant intervenir doivent eˆtre inclus dans la de´finition du tenseur e´nergie
impulsion. L’invariance de l’action sous diffe´omorphisme peut ainsi s’e´crire∫
M
d8x
(
δ′S
δgµν
Lκgµν + 2Tr
(
χµσ∇νκσ · δ
LS
δχ+µν
+ Tµσ∇νκσ · δ
LS
δT+µν
)
+
∑
A
LκϕAE(ϕA)
)
(2.45)
ou` la notation δ
′
δgµν
indique que la de´rive´e fonctionnelle ne prend pas en compte la
de´pendance du projecteur anti-autodual dans la me´trique. On peut ainsi de´finir le tenseur
e´nergie impulsion
Tµν ≡ 2√
g
δ′S
δgµν
− 2√
g
Tr
(
χµ
σ δ
LS
δχ+ νσ
+ Tµ
σ δS
δT+ νσ
)
(2.46)
qui sera conserve´ par de´finition. Cette de´finition est identique a` la de´finition usuelle
faisant intervenir la de´rive´e fonctionnelle par rapport aux octades. On peut alors calculer
ce tenseur explicitement
Tµν = Tr
(
−FµσFνσ + 1
4
gµνFσρF
σρ + 2D{µΦ¯Dν}Φ− gµνDσΦ¯DσΦ
+ 2Ψ{µDν}η − gµνΨσDση − 4χνσ
(
dAΨ
)+
µσ
− 2gµνχσρDσΨρ
+2Φ¯ {Ψµ,Ψν} − 4Φ{χµσ, χνσ} − gµν
(
Φ¯{Ψσ,Ψσ}+ Φη2 + 1
2
[Φ, Φ¯]2
))
(2.47)
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Notons que ce tenseur est BRST-exact, comme c’est le cas de manie`re ge´ne´rale dans les
the´ories de type cohomologique. Le lecteur pourra trouver plus de de´tails a` ce sujet dans
l’annexe A.1.
On va maintenant conside´rer la diffe´rence du tenseur e´nergie impulsion de la the´orie
supersyme´trique et de la the´orie tordue, en fonction des variables tordues. On montre
que celle-ci est une de´rive´e totale modulo les e´quations du mouvement
∆Tµν = Tr
(
−1
2
Dµ
(
ηΨν
)
+
1
2
gµνD
σ
(
ηΨσ
)
+
1
4
Ωµν
σρDσ
(
ηΨρ
)
+ 2Dµ
(
χνσΨ
σ
)− 2 gµνDσ(χσρΨρ)+ 4Dσ(χσνΨµ)
+
(
3δρκλσµν + δ
[κ
[σΩ
λ]
µνρ]
)
Dσ
(
χκλΨρ
)
− χµνE(η) + 1
2
ηE(χ)µν + 2χν
σE(χ)µσ +ΨµE
(Ψ)
ν −
1
2
(
δσρµν +
1
2
Ωµν
σρ
)
ΨσE
(Ψ)
ρ
)
(2.48)
La de´finition du tenseur e´nergie impulsion est d’une importance cruciale en the´orie
quantique des champs, mais elle affecte principalement la the´orie a` travers les charges
conserve´es que celui-ci permet de construire dans la formulation ope´ratorielle. Si une
the´orie de champ de´finie sur un espace euclidien n’admet pas de formulation ope´ratorielle,
il est formellement possible de de´finir l’action des charges conserve´es dans la formula-
tion fonctionnelle de la the´orie. Supposons que nous e´tudiions une the´orie de´finie sur
l’espace de Minkowski dont on connaisse a` la fois la formulation ope´ratorielle et la formu-
lation fonctionnelle. La de´finition du produit chronologique (T produit) dans le forma-
lisme ope´ratoriel permet d’e´crire l’action d’une charge conserve´e Q associe´e a` un courant
Jµ, sur un ope´rateur Oi, comme e´tant donne´e dans la formulation fonctionnelle par les
termes de contact apparaissant dans des fonctions de corre´lation faisant intervenir la
loi de conservation modulo les e´quations du mouvement de ce courant dans la formula-
tion fonctionnelle ∂µJ
µ = E ≈ 0 et la fonctionnelle locale des champs correspondant a`
l’ope´rateur Oi.
〈
E(x)Oi(y) · · · 〉 = δ(4)(x− y)〈[Q,Oi(x)] · · · 〉+ · · · (2.49)
Les termes de´rivatifs apparaissant dans la diffe´rence des deux tenseurs e´nergie impulsion
sont conserve´s inde´pendamment des e´quations du mouvement, et n’affectent donc pas la
de´finition des charges. Les termes line´aires dans les e´quations du mouvement quand a`
eux, font e´tat du changement de repre´sentation des fermions avant et apre`s l’ope´ration
de torsion. Dans le cas quadridimensionnel, cette modification de l’action du groupe des
rotations correspond a` l’action du groupe SU(2) de syme´trie interne sur les fermions, et
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la diffe´rence des tenseurs e´nergie impulsion tordue et non-tordue peut eˆtre identifie´e au
courant associe´ a` cette syme´trie dans la formulation tordue. Dans le cas pre´sent, la partie
antisyme´trique anti-autoduale du tenseur e´nergie impulsion implique qu’il ne permet
d’engendrer qu’un nombre re´duit de charges conserve´es, correspondant aux isome´tries
qui pre´servent la structure Spin(7).
2.2 Construction du fixage de jauge
Les the´ories de jauge de type cohomologique admettent deux groupes de syme´trie
de dimension infinie. La premie`re syme´trie est l’invariance de jauge et la seconde est
la syme´trie topologique de translation dans l’espace des connexions. L’interpre´tation de
M. F. Atiyah et L. Jeffrey de ces the´ories dans le formalisme de Mathai–Quillen permet
de comprendre comment ces groupes sont subtilement imbrique´s l’un dans l’autre [9].
2.2.1 Formalisme de Mathai–Quillen
Dans le cas ide´al ou` les antifantoˆmes de la the´orie n’admettent pas de mode ze´ro, il
est possible d’interpre´ter la valeur moyenne dans le vide de produits d’observables d’une
the´orie de jauge de type cohomologique comme l’inte´grale sur un espace de modules
pertinent, d’applications de l’ensemble des e´le´ments d’homologie de l’espace de base,
dans l’ensemble des e´le´ments de cohomologie de de Rham de cet espace de modules. Ces
e´le´ments de cohomologie sont construits a` partir d’e´le´ments de cohomologie e´quivariante
dans le formalisme de Mathai–Quillen. Dans le cas des the´ories de jauge, cette coho-
mologie e´quivariante permet de calculer les e´le´ments de cohomologie non-triviaux de la
base du fibre´ universel classifiant du groupe des transformations de jauge. Nous allons
de´finir les applications a` valeur dans l’ensemble de ces observables comme les caracte`res
de Chern associe´s a` un fibre´ principal plus grand [33].
L’action des transformations de jauge sur l’espace des connexions n’est pas libre. En
l’occurrence, la transformation de jauge donne´e par un e´le´ment constant a` valeur dans le
centre du groupe appartient au groupe d’isotropie de toutes les connexions. On de´finit le
groupe des transformations de jauge pointe´es G ◦, comme le groupe des transformations
de jauge ve´rifiant que, pour un point fixe´ de la base x◦ ∈M , tout e´le´ment g ∈ G ◦ (de´fini
comme une section du fibre´ adjoint) soit tel que g(x◦) = 1. Ce groupe agit librement sur
l’espace des connexions A [34]. Celui ci admet donc une structure de fibre´ principal de
groupe de structure G ◦ et de base B˜. L’espace des orbites B ≡ A /G en tant qu’espace
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topologique, admet quand a` lui une stratification en varie´te´s diffe´rentielles d’Hilbert [35].
Cette structure est mise en e´vidence en de´finissant B comme le quotient de B˜ par G.
L’ensemble des strates peut eˆtre classifie´ par l’ensemble des groupes d’isotropie admis-
sibles de´termine´ en [36]. De manie`re ge´ne´rale, on ne s’inte´resse qu’a` la strate principale
B∗, donne´e par le quotient des connexions irre´ductibles, A ∗, par le groupe des trans-
formation de jauge G ; ou de manie`re e´quivalente, par le quotient de l’ensemble B˜∗ des
e´le´ments irre´ductibles de B˜, par le groupe G. Les groupes G C et GC de´finis comme les
quotients respectifs de G et G par le centre de ce dernier, agissent librement sur A ∗ et
B˜∗ respectivement. B∗ est donc la base des fibre´s principaux A ∗ et B˜∗, de groupes de
structure respectifs G C et GC.
G ◦→A ∗
↓
GC→ B˜∗
↓
B∗
G C→A ∗
↓
B∗
(2.50)
L’espace des connections irre´ductibles A ∗ est contractible, et constitue ainsi un espace
fibre´ classifiant du groupe des transformations de jauge G C. Le mode`le de Cartan pour
la cohomologie e´quivariante par rapport au groupe G C de A ∗ [9, 33], est constitue´ de
l’alge`bre gradue´e librement engendre´e par les champs A, Ψ et Φ, et la diffe´rentielle de
Cartan est donne´e par la charge scalaire de supersyme´trie. Les observables de la the´orie
des champs correspondante, de´finies comme les e´le´ments de cohomologie e´quivariante,
sont obtenues dans le mode`le de Cartan comme les e´le´ments de cohomologie de la
diffe´rentielle de Cartan dans le complexe des fonctionnelles invariantes de jauge. En
the´orie des champs il est pre´fe´rable de faire intervenir une diffe´rentielle nilpotente sur
les champs, et c’est pourquoi on pre´fe´rera le mode`le BRST au mode`le de Cartan. Le
mode`le BRST est constitue´ de la meˆme alge`bre gradue´e, e´largie par l’introduction du
repre´sentant alge´brique c de la connexion sur le fibre´ A ∗ → B∗. La diffe´rentielle BRST
agit sur les ge´ne´rateurs de l’alge`bre comme suit
QA = Ψ− dAc
QΨ = −dAΦ− [c,Ψ]
Qc = Φ− c2
QΦ = −[c,Φ]
(2.51)
La de´finition donne´e des fibre´s principaux sur B∗ permet de de´finir les fibre´s principaux
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suivants sur B∗ ×M
G ◦ ×GC→ A ∗ × P
↓
G → B˜∗×GCP
↓
B∗ ×M
G C ×G→ A ∗ × P
↓
B∗ ×M
(2.52)
On de´finit de manie`re canonique une connexion sur le fibre´ principal A ∗ → B∗, en
utilisant la me´trique G -invariante g(X, Y ) ≡ − ∫ Tr X ⋆ Y , comme l’espace tangent
horizontal HA ∗ ≡ Ker(d∗A). On de´finit la diffe´rentielle exte´rieure sur Λ•A ∗ comme la
variation fonctionnelle gradue´e impaire
δ ≡
∫
Tr δA
δL
δA
(2.53)
La connexion de´finit la diffe´rentielle horizontale sur les fonctionnelles tensorielles de A et
δA dans une repre´sentation donne´e R, comme
δh ≡ δ −R(GAd∗AδA ) (2.54)
ou` GA est l’inverse de d
∗
AdA, qui est par de´finition bien de´fini sur A
∗. On peut ainsi
calculer formellement la courbure introduite par I. M. Singer [7]
δ (−1)GAd∗AδA+ (−GAd∗AδA )2
=−GA ⋆ [δA, ⋆dAGAd∗AδA]−GAd∗A[δA,GAd∗AδA] +GA ⋆ [δA, ⋆δA] +GAd∗AdA(GAd∗AδA)2
=GA ⋆ [δhA, ⋆δhA] (2.55)
ou` δhA ≡ δA−dAGAd∗AδA. On calcule de la meˆme manie`re la courbure du fibre´ principal
P ×A ∗ →M ×B∗ a` partir de la connexion A−GAd∗AδA
(d+ δ)
(
A−GAd∗AδA
)
+
(
A−GAd∗AδA
)2
= F + δhA+GA ⋆ [δhA, ⋆δhA] (2.56)
Nous allons voir dans la suite que cette e´quation s’e´crit en fonction des champs de
la the´orie de type cohomologique, et attribue ainsi a` l’ope´rateur BRST le roˆle de la
diffe´rentielle exte´rieure sur A ∗ [11]
(d+Q)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F +Ψ+ Φ (2.57)
Les transformations des champs Ψ et Φ sous Q de´coulent de l’identite´ de Bianchi.
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Le fibre´ principal B˜∗×GCP → B∗ ×M de groupe de structure G peut eˆtre de´fini
comme un fibre´ image inverse du fibre´ universel classifiant du groupe G. Ceci permet
d’associer un e´le´ment de cohomologie de B∗ ×M a` tout polynoˆme invariant de g. On
obtient ainsi les caracte`res de Chern associe´s a` la courbure de P ×A ∗ →M ×B∗
chn(B
∗ ×M) ≡ 1
n!(2πi)n
Tr
(
F + δhA+GA ⋆ [δhA, ⋆δhA]
)n
(2.58)
repre´sente´s dans la the´orie des champs par les ope´rateurs locaux
On ≡ 1
n!(2πi)n
Tr
(
F +Ψ+ Φ
)n
(2.59)
Ces caracte`res de Chern de´finissent les applications ge´ne´ralise´es de Donaldson en inte´grant
ceux-ci sur des classes d’homologie de la varie´te´ de base, avec la convention formelle a` la
Berezin que l’inte´grale d’une forme w de degre´ n sur un cycle γ de dimension k est e´gale
a` δnk
∫
γ
w.4
chn(B
∗ ×M) : Hk(M) → Hn−k(B∗)
γ →
∫
γ
chn(B
∗ ×M) (2.60)
La proce´dure se ge´ne´ralise en principe a` toute classe caracte´ristique du fibre´ univer-
sel classifiant de G. La ge´ome´trie de l’espace fibre´ de groupe de structure G C × G,
A ∗ × P → B∗ ×M a en quelque sorte e´te´ re´duite dans cette construction a` celle de
l’espace fibre´ de groupe de structure G, B˜∗×GCP → B∗ ×M . Du point de vue de la
the´orie des champs, nous nous sommes restreints aux observables de´finies par des fonc-
tionnelles locales inte´gre´es sur des cycles donne´s de M . La cohomologie comple`te de Q
contient probablement des solutions non locales de´finissant des e´le´ments de cohomologie
ne correspondant pas a` des classes caracte´ristiques du fibre´ universel classifiant de G.
Nous allons de´montrer formellement la proprie´te´ de localisation de l’inte´grale fonc-
tionnelle. On va pour ce faire supposer qu’on est capable de de´finir la mesure d’inte´gration
fonctionnelle sur l’espace des orbites irre´ductibles B∗, ce qui est en re´alite´ un proble`me
toujours ouvert aujourd’hui. Etant donne´ que l’action de la the´orie de type cohomolo-
gique s’e´crit comme un terme Q-exact, on peut choisir n’importe quelle fonction de jauge
topologique isotope a` l’action de´finie dans la section pre´ce´dente. L’inte´grale fonctionnelle
correctement fixe´e de jauge, au sens de l’invariance de jauge ordinaire, se re´duit en prin-
cipe a` l’inte´grale sur l’espace des orbites de jauge de la meˆme fonctionnelle des champs,
4ou` δnk est le delta de Kronecker.
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multiplie´e par le pfaffien de l’ope´rateur d∗AdA, (nous expliquerons ce re´sultat lorsque nous
discuterons la fixation de jauge), a` savoir∫
B
∗×TA ∗
µ Pf[d∗AdA]
∏
k
Onk(γk) e −QΨ (2.61)
avec Ψ de´fini tel que
QΨ =
∫
Tr
(
T ⋆ F + χ ⋆ dAΨ+ ηdA ⋆Ψ+ Φ¯
(
dA ⋆ dAΦ + [Ψ, ⋆Ψ]
))
(2.62)
L’inte´gration gaussienne sur les champs imaginaires purs T, χ, η et Φ¯ de´finit formellement
le produit de fonctionnelles delta∫
B
∗×TA ∗
µ Pf[d∗AdA]
∏
k
Onk(γk) δ[F−] δ[(dAΨ)−] δ[d∗AΨ] δ
[
d∗AdAΦ− ⋆[Ψ, ⋆Ψ]
]
(2.63)
La fonctionnelle delta δ[d∗AΨ] contraint Ψ a` sa composante dans HA
∗ ∼= TB∗,
Ψ ≈ Ψ− dAGAd∗AΨ (2.64)
et introduit comme facteur le de´terminant formel de d∗A, vu comme un ope´rateur de
Λ•A ∗ dans Lie(G ). Puisque A est irre´ductible, ce de´terminant est e´gal au de´terminant
formel de l’ope´rateur adjoint dA de Lie(G ) dans Λ
•A ∗, et donc au pfaffien du laplacien
associe´, Pf[d∗AdA], sur Lie(G ). En multipliant ce pfaffien avec son homologue apparaissant
dans la de´finition de l’inte´grale fonctionnelle, on obtient le de´terminant de d∗AdA. Ce
de´terminant multiplie´ par la fonctionnelle delta δ
[
d∗AdAΦ−⋆[Ψ, ⋆Ψ]
]
, contraint le champ
Φ a` la courbure de A ∗ → B∗
Φ ≈ GA ⋆ [Ψ, ⋆Ψ] (2.65)
sans introduire de facteur supple´mentaire. L’inte´grale fonctionnelle se re´duit alors a`∫
B
∗×TB∗
µ
∏
k
chnk(γk) δ[F
−] δ[(dAΨ)
−] (2.66)
Les dernie`res fonctionnelles delta de´finissent formellement une classe de Thom pour F−
vue comme une fonction de B∗ dans l’espace des 2-formes tensorielles anti-autoduales.
C’est a` dire que les de´terminants qu’elles font intervenir se compensent l’un l’autre et
qu’elles restreignent l’inte´grale fonctionnelle a` l’inte´grale sur les orbites de jauge auto-
duales. ∫
M
∏
k
chnk(γk) (2.67)
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La localisation perdure dans le cas ou` les antifantoˆmes admettent des modes ze´ro, mais
dans ce cas l’inte´gration fonctionnelle sur ces champs introduit en facteur la classe d’Eu-
ler du fibre´ de fibre le conoyau de l’ope´rateur tordu de Dirac et d’action sur la fibre,
l’action des automorphismes verticaux sur les sections du fibre´ adjoint, qu’on appelle
commune´ment le fibre´ d’obstruction (obstruction a` l’e´galite´ de la dimension de l’espace
de modules avec sa dimension virtuelle). Un argument simpliste consiste a` dire qu’on
re´gularise l’inte´grale sur les modes ze´ro des antifantoˆmes (d∗Aχ(u) = dAη(v) = 0) en
conside´rant le terme ∫
Tr
(
χ ⋆ [Φ, χ] + η ⋆ [Φ, η]
)
(2.68)
dans l’action, introduisant ainsi dans l’inte´grale fonctionnelle le facteur
∫
µ(u, v) e
−
∫
Tr
(
χ(u) ⋆ [Φ, χ(u)] + η(v) ⋆ [Φ, η(v)]
)
(2.69)
qui n’est autre que la classe d’Euler du fibre´ d’obstruction, une fois le champ Φ identifie´
a` la courbure d’I. M. Singer.
On peut ainsi en principe calculer des fonctions de corre´lation d’observables BPS de
la the´orie supersyme´trique en huit dimensions a` partir d’inte´grales ordinaires sur l’espace
de modules. Si le formalisme ne´cessaire n’a pas e´te´ construit en huit dimensions, cette
me´thode s’est ave´re´e fructueuse en quatre dimensions [37].
2.2.2 Invariance de jauge
La proprie´te´ de localisation offre une alternative a` l’inte´gration fonctionnelle. Il est
ne´anmoins inte´ressant d’e´tudier ces the´ories par le biais de la the´orie des perturba-
tions dans le but de comprendre l’inte´gration fonctionnelle elle-meˆme. Cette proprie´te´
conside´rablement simplificatrice des the´ories de type cohomologique offre en effet un
laboratoire tre`s inte´ressant pour tester la the´orie des perturbations.
L’espace des orbites de jauge irre´ductibles B∗ est une varie´te´ diffe´rentiable d’Hilbert,
se´parable, me´trisable et paracompacte [35].5 Il admet en tant que tel, un recouvrement
d’ouverts contractibles localement fini {Ua˚} [7]. Pour tout point a˚ de B∗, il existe un
ouvert de B∗ contenant a˚ diffe´omorphe a` TB∗|˚a
φa˚ : TB
∗
|˚a→Ua˚ ⊂ B∗
X→φa˚[X] (2.70)
5Cette de´finition requie`re des restrictions sur l’espaces des sections conside´re´, voir [38]
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TB∗|˚a est lui meˆme diffe´omorphe a` l’espace tangent horizontal en un repre´sentant A˚ de
l’orbite a˚ dans A ∗, via le rele`vement horizontal de X ∈ TB∗|˚a en X h˚ ∈ HA ∗|A˚. La fonction
φa˚ n’e´tant de´finie que modulo diffe´omorphisme, on peut la contraindre de telle sorte que
la fonction
σa˚ : Ua˚→ VA˚ ⊂ A ∗
a→ A˚+ (φ−1a˚ [a])h˚ (2.71)
de´finit une section locale trivialisante de A ∗ → B∗. Ce qui de´finit des coordonne´es locales
de B∗ dans un sous espace de A ∗ obtenu via la projection (π est la projection de A ∗
dans B∗)
σa˚ ◦ π(A) = U [A, A˚]dAU [A, A˚]−1 (2.72)
avec U [A, A˚] de´fini tel que
d∗
A˚
(
U [A, A˚]dAU [A, A˚]
−1 − A˚
)
= 0 (2.73)
ce qui correspond en physique a` la jauge ge´ne´ralise´e de Landau. B∗ admet un sous
ensemble localement fini B∗∗ tel que pour chaque point a˚ ∈ B∗∗ il existe un ouvert Ua˚ de
B∗ dont l’image via σa˚ est strictement incluse dans le domaine restreint de Gribov de´fini
par D. Zwanziger et G. Dell’Antonio [39], et dont l’union est B∗ lui-meˆme. Sachant que
toute orbite de jauge compte une intersection avec le premier domaine de Gribov [39], il
est raisonnable de supposer que B∗∗ peut eˆtre choisi de manie`re a` eˆtre isomorphe a` un
espace de dimension finie. Cette proprie´te´ n’est pas indispensable de toute manie`re, on
admettra seulement qu’il est possible de de´finir correctement l’inte´gration sur cet espace.
Ceci permettrait de construire une partition de l’unite´ ̺(|A− A˚(˚a)|) avec
|A− A˚|2 ≡ −
∫
Tr
(
A− A˚) ⋆ (A− A˚) (2.74)
telle que ̺(|A − A˚(˚a)|) soit nulle en dehors du domaine restreint de Gribov associe´ a` A˚
et que ∫
B∗∗
̺(|A− A˚(˚a)|) = 1 (2.75)
L’inte´grale fonctionnelle, de´finie comme une inte´grale sur l’espace des orbites irre´ductibles
B∗ doit faire intervenir en facteur le rapport du volume de l’orbite dans l’espace des
connexions irre´ductibles sur celui du groupe de jauge lui-meˆme. Ceci est duˆ au fait que
la quantification canonique de la the´orie dans le cadre de l’alge`bre d’Heisenberg n’a de
sens que sur un espace des phases plat, et que l’inte´grale fonctionnelle correspondante
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est par conse´quent de´finie sur l’espace des connexions et non l’espace des orbites [40]. Ce
rapport de volume est donne´ par le pfaffien du laplacien covariant d⋆AdA [41]. L’inte´grale
fonctionnelle est donc de´finie comme suit∫
B
∗
µ Pf[d⋆AdA] O e−S =
∫
B∗∗
∫
HA ∗
µ ̺(|X|) Pf[d⋆
A˚+XdA˚+X ] O e−S (2.76)
La racine du de´terminant de la me´trique, intervenant dans la mesure de´finie sur HA ∗|A˚,
multiplie´e par le pfaffien du laplacien covariant d⋆AdA, n’est autre que le de´terminant de
l’ope´rateur de Faddeev–Popov divise´ par celui du laplacien covariant par rapport a` la
connexion de fond A˚ [42]. L’inte´grale fonctionnelle se re´e´crit ainsi a` l’aide des fantoˆmes
de Faddeev–Popov6
∫
B∗∗
∫
A
µ ̺(|A− A˚|) O e
−S − s
∫
Tr Ω¯dA˚ ⋆ (A− A˚)
(2.77)
Dans le cadre de la the´orie topologique, la forme locale de l’ope´rateur BRST topologique
Q dans les coordonne´es locales autour du point A˚, est un ope´rateur nilpotent de HA ∗|A˚×
TA ∗ × · · · dans lui meˆme. C’est a` dire que QA satisfait
d∗
A˚
QA = 0 (2.78)
Dans l’ouvert σa˚Ua˚, l’ope´rateur de Faddeev–Popov d
∗
A˚
dA est inversible, et on peut de´finir
le projecteur σa˚ ∗ ◦ π∗ sur HA ∗|A˚ × TA ∗ × · · · en faisant intervenir son inverse GA˚A
σa˚ ∗ ◦ π∗
(
δA , δϕ
) ≡ (δA− dAGA˚Ad∗A˚δA , δϕ− [GA˚Ad∗A˚δA , ϕ]) (2.79)
Ce qui revient a` de´finir une connexion GA˚Ad
∗
A˚
δA sur TA ∗|A˚. Dans le mode`le BRST
constitue´ des champs fixe´s de jauge (dA˚ ⋆ (A − A˚) ≈ 0), le champ c n’est en fait pas
un repre´sentant alge´brique de la connexion de A ∗ → B∗, mais celui de cette connexion
associe´e a` la projection σa˚ ∗ ◦π∗. Malgre´ cette diffe´rence, le champ c de´finit bien les direc-
tions verticales dans le mode`le BRST, il est en quelque sorte la « silhouette alge´brique
» de la connexion ge´ome´trique dans le mode`le BRST. Ce n’est en aucun cas une contra-
diction avec le formalisme de Mathai–Quillen, puisque le mode`le alge´brique directement
relie´ a` la ge´ome´trie du proble`me est en fait le mode`le de Weil [33]. On nomme le champ
c, l’ombre, et les champs associe´s les champs d’ombre [A.4]. Afin de repre´senter la fonc-
tionnelle GA˚Ad
∗
A˚
Ψ en the´orie des champs a` l’aide d’un ope´rateur local, on introduit le
6On a omis de restreindre l’inte´grale fonctionnelle aux connexions irre´ductibles, car cette restriction
est re´alise´e par l’inte´gration sur les e´ventuels modes ze´ro du fantoˆme de Faddeev–Popov.
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terme ∫
Tr c¯ dA˚ ⋆
(
dAc−Ψ
)
(2.80)
dans l’action, de manie`re a` ce que l’inte´gration sur le champ c¯ de´finisse l’ombre comme
cette fonctionnelle c ≈ GA˚Ad∗A˚Ψ. Cette proce´dure introduit en facteur un de´terminant de
Faddeev–Popov, qui doit eˆtre compense´ par un terme de la forme∫
Tr µ¯ dA˚ ⋆ dAµ (2.81)
avec des champs scalaires pairs µ¯ et µ. Nous allons maintenant voir que ces termes
apparaissent naturellement dans la construction BRST de la fixation de jauge.
Du point de vue du formalisme de Mathai–Quillen, les observables de la the´orie sont
les e´le´ments de cohomologie e´quivariante, qu’on de´finit dans le mode`le BRST comme
la cohomologie de l’ope´rateur BRST topologique Q dans le complexe basique [43]. Le
complexe basique est quand a` lui de´fini comme l’ensemble des fonctions des champs et de
leurs de´rive´es qui sont invariantes et horizontales. C’est a` dire, dans le cas d’une the´orie
de Yang–Mills, qu’elles sont invariantes de jauge et qu’elle ne de´pendent pas de l’ombre
c. On de´finit donc l’ope´rateur BRST s comme une diffe´rentielle dont la cohomologie
de´finit le complexe basique. La cohomologie de l’ope´rateur BRST est donne´e dans le cas
usuel, sans l’adjonction de l’ombre c, par l’ensemble des fonctions invariantes de jauge
des champs.
s A = −dAΩ
s Ψ = −[Ω,Ψ]
s Φ = −[Ω,Φ]
s Ω = −Ω2
· · ·
(2.82)
Afin d’obtenir en outre l’inde´pendance par rapport a` c, on de´finit tout simplement son
fantoˆme µ, de telle sorte qu’ils constituent a` eux deux un doublet trivial
s c = µ s µ = 0 (2.83)
On e´tend la de´finition du BRST topologique et du BRST ordinaire a` tous les champs de
manie`re a` ce que ces deux ope´rateurs soient nilpotents et anticommutent, ce qui de´termine
l’action de Q comme suit
QΩ = −µ− [c, µ] Qµ = −[Φ,Ω]− [c, µ] (2.84)
Dans le cas usuel, l’e´criture explicite d’une fixation de jauge ne´cessite l’introduction d’un
doublet BRST-trivial
s Ω¯ = b s b = 0 (2.85)
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Afin d’e´crire une fixation de jauge s -exacte qui soit de plus Q invariante, on introduit
un quatuor trivial
s µ¯ = c¯ Qµ¯ = Ω¯
Qc¯ = −b (2.86)
La fixation de jauge, dans la jauge ge´ne´ralise´e de Landau, s’e´crit alors
− s Q
∫
Tr µ¯ dA˚ ⋆ (A− A˚) =
∫
Tr
(
−b dA˚ ⋆ (A− A˚) + Ω¯ dA˚ ⋆ dAΩ
− c¯ dA˚ ⋆
(
dAc−Ψ
) − µ¯ dA˚ ⋆ (dAµ+ [dAΩ, c]− [Ω,Ψ])) (2.87)
ce qui concorde avec la discussion pre´ce´dente. Cette fixation de jauge de´finit ainsi de
bonnes coordonne´es locales sur le domaine restreint de Gribov associe´ a` la connexion de
fond A˚. L’action comple`te fixe´e de jauge est donc la somme d’une classe de cohomologie
de s , Q-exact et d’un terme s et Q-exact. Ceci e´tablit l’ordre des projections sur les
cohomologies ; ainsi, les observables sont bien les e´le´ments de cohomologie de Q dans la
cohomologie de s , et pas l’inverse, qui de toute manie`re est vide. Du point de vue de la
the´orie des champs, une manipulation formelle na¨ıve porterait a` croire qu’une fonction de
corre´lation incluant un ope´rateur Q-exact dont l’ante´ce´dent ne serait pas s invariant, soit
tout de meˆme nulle. Une e´tude plus scrupuleuse incluant la de´finition globale de l’inte´grale
fonctionnelle (2.77) montre que les observables non s invariantes ne se recollent pas sur
les intersections d’ouverts. Ainsi une observable Q-exacte d’ante´ce´dent non s -invariant
peut eˆtre conside´re´e comme localement Q-exact, mais pas globalement. On peut en fait
montrer que la cohomologie de Q dans le complexe complet est triviale, ce qui relie
au lemme de Poincare´ via l’interpre´tation de Q comme la diffe´rentielle exte´rieure sur
chaque ouvert e´toile´ Ua˚. On re´fe`re a` [44] pour une interpre´tation e´quivalente ne faisant
pas intervenir l’ope´rateur BRST de jauge.
2.2.3 Syme´trie vectorielle
L’interpre´tation ge´ome´trique de la fixation de jauge ordinaire est plus aise´e dans
la jauge ge´ne´ralise´e de Landau. Cette dernie`re a de plus la proprie´te´ d’admettre une
syme´trie supple´mentaire, la syme´trie fantoˆme. Les identite´s de Ward fantoˆme et anti-
fantoˆme imposent la stabilite´ de la fixation de jauge sous le groupe de renormalisation
en dimension infe´rieure ou e´gale a` quatre [45]. Ces identite´s de Ward se ge´ne´ralisent au
cas ou` les champs d’ombre sont inclus [A.4]. Nous allons voir dans cette section que la
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composante e´quivariante de l’action QΨ peut e´galement eˆtre contrainte par des syme´tries
supple´mentaires de manie`re a` eˆtre stable par rapport au groupe de renormalisation. Nous
avons en effet explique´ dans la publication annexe´e A.1, qu’un choix « canonique » de fixa-
tion de jauge consiste a` exiger que l’ante´ce´dent du tenseur e´nergie impulsion soit conserve´
modulo les e´quations du mouvement. Dans le cas ou` la varie´te´ sur laquelle on de´finit la
the´orie admet un vecteur constant, ce choix de jauge implique une syme´trie additionnelle
de la the´orie. Dans le cas ou` la the´orie est de´finie sur un espace plat celle-ci admet une
syme´trie de parame`tre vectoriel qui contraint comple`tement l’action. Elle n’est autre que
la composante vectorielle de la supersyme´trie tordue, dans sa forme e´quivariante (voir
[A.1] pour plus de de´tails). Nous allons seulement discuter ici la possibilite´ de construire
une fixation de jauge comple`te, pour la syme´trie topologique et l’invariance de jauge,
admettant cette syme´trie. Pour ce faire on doit construire une repre´sentation de cette
syme´trie vectorielle qui soit cohe´rente avec la syme´trie BRST. Dans [A.1] nous avons
re´solu ce proble`me en abandonnant la proprie´te´ de factorisation de l’ope´rateur vectoriel
en δ = κµδµ. Ceci impose que toute fixation de jauge δ invariante de´pend explicitement
du parame`tre vectoriel κ. Cette de´pendance n’est en fait pas proble´matique pour la renor-
malisation de la the´orie [A.4]. Nous allons cependant expliquer ici comment de´finir une
fixation de jauge Spin(7) invariante. Une repre´sentation de la syme´trie vectorielle compa-
tible avec l’invariance BRST doit s’inclure dans une alge`bre d’ope´rateurs qui n’introduit
pas les transformations de jauge. C’est a` dire
δ2 = 0 [Q, δ] = L˚κ (2.88)
L˚κ e´tant la de´rive´e de Lie le long de κ, horizontale par rapport a` la connexion de fond A˚.
Pour ce faire, on de´finit δ sur les champs physiques comme l’action de la supersyme´trie
vectorielle, moins une transformation de jauge de parame`tre iκγ1 ou` γ1 est une 1-forme
fermionique de nombre d’ombres −1 (nombre de fantoˆmes topologique qu’on diffe´rencie
avec cette appellation du nombre de fantoˆmes ordinaire). L’e´quation δ2 = 0 impose alors
δγ1 = iκγ2 − g(κ)Φ¯− 1
2
[γ1, iκγ1] (2.89)
ou` γ2 est une 2-forme paire de nombre d’ombres −2 dont l’apparition est cause´e par
l’inde´termination due a` la nilpotence de iκ en tant que diffe´rentielle. g(κ) est la 1-forme
associe´e au vecteur κ par la me´trique sur M .7 L’e´quation [Q, δ] = L˚κ impose quand a`
elle
Qiκγ1 + δc+ [c, iκγ1] = iκ
(
A− A˚) (2.90)
7Pour tout v de TM , g(κ)(v) = g(κ, v).
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dont on de´duit les transformations suivantes, en introduisant la 1-forme paire de nombre
d’ombres ze´ro c1
δc = iκ
(
c1 + A− A˚
)
Qγ1 = c1 − [c, γ1] (2.91)
De manie`re ge´ne´rale, pour comple´ter l’alge`bre, on doit ajouter un champ pour chaque
produit antisyme´trique d’ope´rateur Q et δµ. On doit ainsi introduire des k-formes de
nombre d’ombres −k, γk, avec k allant de 2 a` 8 pour les produits antisyme´triques de δµ,
et des k-formes de nombre d’ombres 1 − k, ck, avec k allant de 1 a` 8 pour les produits
antisyme´triques incluant Q. On note pour deux formes tensorielles X et Y , (localement
des formes diffe´rentielles a` valeur dans l’alge`bre de Lie g), adX Y le commutateur gradue´
de celles-ci pour le produit exte´rieur. La transformation de γk sous δ fait en ge´ne´ral
intervenir adkγ1 iκγ1. Les calculs deviennent donc de plus en plus complique´s au fur et
a` mesure que le degre´ des formes conside´re´es augmente. L’astuce consiste a` deviner a`
partir des transformations des formes de plus bas degre´, la transformation des formes
ge´ne´ralise´es de degre´ de forme plus nombre d’ombres fixe´, γ˜ ≡ ⊕8k=1γk et c˜∗ ≡ ⊕8k=1ck,
en fonction d’elles meˆmes. On de´finit e´galement c˜ ≡ c⊕ c˜∗.
Ces formes peuvent tout aussi bien eˆtre conside´re´es comme des superchamps, et on
aimerait formuler la the´orie a` l’aide de ce type de formes ge´ne´ralise´es. On se contentera
cependant dans cette the`se d’e´crire la fixation de jauge comme une inte´grale sur un super-
espace. Nous travaillons actuellement sur une formulation en super-espace tordu, c’est
a` dire une the´orie des champs dont les champs sont dans des repre´sentations produits
tensoriels gradue´s de plusieurs re´pliques de l’alge`bre exte´rieur. Nous espe´rons qu’a` la
formulation en super-espace de la the´orie de Yang–Mills supersyme´triqueN = 1 en quatre
dimensions, correspond une formulation en super-espace tordu de la the´orie de Yang–
Mills supersyme´trique N = 2. Une telle formulation pourrait ensuite eˆtre ge´ne´ralise´e a`
la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique N = 2 en huit dimensions. Mais cette fois-
ci cette the´orie serait le reflet tordu d’une the´orie impliquant une formulation dans un
super-espace harmonique. Un e´ventuel super-espace harmonique tordu de la the´orie en
huit dimensions, proposerait une formulation Spin(7) invariante de la the´orie en fonction
de repre´sentations complexes de SU(4), qui ferait intervenir les fonctions harmoniques
de Spin(7)/SU(4).
La formulation tordue est de´finie par sa proprie´te´ de n’admettre qu’un sous groupe de
syme´trie du groupe des rotations, ce qui la contraint a` n’eˆtre de´finie que sur une varie´te´
d’holonomie re´duite. Du point de vue ge´ome´trique, les varie´te´s compactes de dimension
supe´rieure ou e´gale a` quatre sont, d’apre`s la liste de Berger, ou, des cas particuliers telles
que les varie´te´s homoge`nes ou re´ductibles en produit de cercles et d’autres varie´te´s, ou,
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des varie´te´s d’holonomie maximale, ou encore des varie´te´s de la liste re´duite de Berger
[32]. Les groupes de cette dernie`re ont pour particularite´ d’admettre des repre´sentations
spinorielles isomorphes a` des repre´sentations de formes contraintes par des e´quations
de´finies a` l’aide de tenseurs invariants de ces groupes. Les varie´te´s d’holonomie spe´ciale
correspondant a` cette liste constituent les solutions ge´ne´riques purement gravitationnelles
de la the´orie des cordes. Ces varie´te´s ont ainsi un grand inte´reˆt en physique, meˆme si
on doit reconnaˆıtre que ce type de solution de la the´orie des cordes n’est pas re´aliste, et
qu’il est ne´cessaire d’introduire des flux et des branes de Dirichlet afin d’espe´rer obtenir
le mode`le standard dans la limite de basse e´nergie. Pour une the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique de´finie sur un espace plat, la restriction de l’invariance par rapport aux
rotations a` ces sous groupes permet d’accroˆıtre le nombre de repre´sentations irre´ductibles
tout en maintenant la repre´sentation vectorielle irre´ductible.
Fermons cette parenthe`se et revenons a` la question qui nous inte´resse ici, c’est a` dire
une repre´sentation des diffe´rentielles nilpotentesQ et δ. On note que la forme des transfor-
mations n’est pas unique, puisqu’on peut toujours rede´finir une k-forme en lui ajoutant
des commutateurs de formes de plus bas degre´. Une convention permet cependant de
deviner les transformations suivantes
Qc˜ = e−γ˜Φeγ˜ − c˜2
Qγ˜ = td(γ˜)c˜∗ − [c, γ˜]
δc˜ = iκ
(
c˜− A˚)+ e−γ˜(Lκ − g(κ)η)eγ˜
δγ˜ = iκγ˜ − td(−γ˜)
(
g(κ)Φ¯ + iκγ1
) (2.92)
ou` td(X) est la se´rie formelle dans les puissances de adX de´finie par le de´veloppement
de Taylor de la fonction de Todd, x
1−e−x
= 1 + 1
2
x + 1
12
x2 − 1
720
x4 +O(x6), qui apparaˆıt
dans la formule de Campbell–Hausdorff
eAeB = eA+td(A)B+O(B
2) (2.93)
Il est en fait plus aise´ de montrer que les ope´rateurs Q et δ ve´rifient l’alge`bre souhaite´e
sur le ge´ne´rateur eγ˜
Qeγ˜ = eγ˜ c˜− c eγ˜ δeγ˜ = iκeγ˜ −
(
g(κ)Φ¯ + iκγ1
)
eγ˜ (2.94)
On peut maintenant introduire l’ope´rateur BRST s , qui doit en plus d’eˆtre nilpotent,
anticommuter avec les ope´rateurs scalaires et vectoriels Q et δ. Encore une fois, il est
ne´cessaire d’introduire un champ pour chaque produit antisyme´trique d’ope´rateurs, soit,
des k-formes de nombre de fantoˆmes 1 et de nombre d’ombres −k, Ωk, avec k allant de
1 a` 8, pour les produits antisyme´triques de δµ avec s , et des k-formes de nombre de
fantoˆmes 1 et de nombre d’ombres 1 − k, µk, avec k allant de 0 a` 8, pour les produits
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antisyme´triques de s , Q et δµ. Il est pre´fe´rable de condenser les notations en de´finissant
les formes ge´ne´ralise´es de degre´ de forme plus nombre d’ombres fixe´, Ω˜∗ ≡ ⊕8k=1Ωk,
Ω˜ ≡ Ω⊕Ω˜∗ et µ˜ ≡ ⊕8k=0µk. Tous ces champs, s’ils permettent d’obtenir une repre´sentation
de la syme´trie vectorielle sur les champs fixe´s de jauge, ne doivent pas influer directement
sur les observables physiques. On de´finit donc la syme´trie BRST de manie`re a` ce qu’ils se
regroupent en doublets triviaux. Comme on vient de le voir, les champs γk sont plus na-
turellement repre´sente´s par la forme ge´ne´ralise´e eγ˜, qui ne prend pas valeur dans l’alge`bre
de Lie mais dans l’alge`bre enveloppante. On de´finit en conse´quence les transformations
BRST
s eγ˜ = Ω˜∗eγ˜
s Ω˜∗ = Ω˜∗ 2
s c˜ = µ˜
s µ˜ = 0
(2.95)
La transformation de γ˜ correspondante e´tant donne´e par s γ˜ = td(−γ˜)Ω˜∗. La forme de
la transformation de Ω∗ peut sembler a` premie`re vue plus proche de la transformation
du fantoˆme de Faddeev–Popov que d’e´le´ments de doublets triviaux, mais ce n’est qu’un
leurre, car on doit tenir compte du fait que le carre´ Ω2k n’apparaˆıt que dans la transforma-
tion de s Ω2k. L’alge`bre d’ope´rateurs permet de calculer les transformations des fantoˆmes
sous Q et δ comme suit
QΩ˜ = −eγ˜µ˜e−γ˜ − [c, Ω˜]
Qµ˜ = −e−γ˜[Φ, Ω˜]eγ˜ − [c˜, µ˜]
δΩ˜ = iκΩ˜− [g(κ)Φ¯ + iκγ1, Ω˜]
δµ˜ = iκµ˜+ e
−γ˜
(
g(κ)[η, Ω˜]−LκΩ˜
)
eγ˜
(2.96)
Nous voudrions maintenant e´crire une fixation de jauge qui soit invariante par rap-
port a` toutes les syme´tries dont on vient de de´terminer une repre´sentation. Suivant la
me´thode propose´e dans l’article annexe´ A.4, on introduit un 1024-plet trivial (21+1+8),
qu’on regroupe en un quatuor de formes ge´ne´ralise´es
˜¯µ
˜¯Ω ˜¯c
b˜ (2.97)
qui se transforment sous s et Q comme le quatuor original (2.85,2.86), et sous δ de la
manie`re suivante
δ ˜¯µ = iκ ˜¯µ
δ ˜¯Ω = iκ
˜¯Ω + L˚κ ˜¯µ δ ˜¯c = iκ ˜¯c
δb˜ = iκb˜− L˚κ ˜¯c (2.98)
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Le lecteur est en droit de s’inquie´ter du fait que certains de ces champs ont des dimen-
sions canoniques ne´gatives. Ce n’est en fait pas un proble`me, car une fixation de jauge
s Q
∏
µ δµ-exacte ve´rifie des identite´s de Ward supple´mentaires de type antifantoˆmes qui
impliquent que ces formes e´tendues se renormalisent d’un bloc ; ce qui permet de ne
conside´rer que la dimension canonique du champ de dimension la plus e´leve´e dans la
forme e´tendue.
Une manie`re efficace d’e´crire un terme
∏
µ δµ-exact consiste a` construire des formes
e´tendues qui se transforment sous δ comme des superchamps
δV˜ = iκV˜ (2.99)
L’application de
∏
µ δµ a` un produit de composantes de degre´ ze´ro de tels superchamps
est alors trivialement donne´e par le terme d’ordre maximal de leur produit. On ve´rifie
aise´ment que
˜¯µ
˜¯Ω + dA˚ ˜¯µ ˜¯c
b˜− dA˚˜¯c (2.100)
constituent de tels superchamps. Il nous faut maintenant obtenir le superchamp dont la
premie`re composante est le terme dA˚ ⋆ (A− A˚). Etant donne´ qu’on interpre`te les formes
diffe´rentielles comme les composantes d’un superchamp, on doit e´crire ce terme comme
un scalaire. Les calculs e´tant cependant plus aise´s lorsqu’on fait intervenir l’alge`bre
exte´rieure, on introduit la notation suivante∫
d8 θL˚θ ⋆θ iθ(A− A˚) (2.101)
ou` l’inte´grale est l’inte´grale usuelle de Berezin sur huit variables de Grassmann θµ et
l’ope´rateur ⋆θ correspond a` l’ope´rateur e´toile de Hodge de´fini sur ces variables. Il s’agit
maintenant d’obtenir la forme e´tendue se transformant comme un superchamp dont la
premie`re composante est iθ(A− A˚). Un calcul ite´ratif permet de de´terminer cette forme
e´tendue comme
e−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜ − iθA˚ (2.102)
avec L˜θ ≡ [iθ, dA˜] et A˜ de´fini comme suit
A˜ ≡ A+ χ− ⋆ΩdAΦ¯− Ω[Φ¯, η] + Ω4([Φ¯, χ])
+ Ω[Φ¯, dAΦ¯] + ⋆[Φ¯, [Φ¯, χ]] + ⋆[Φ¯, [Φ¯, dAΦ¯]] + ⋆[Φ¯, [Φ¯, [Φ¯, η]]] (2.103)
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ou` Ω4 est l’application line´aire qui associe une 4-forme a` une 2-forme anti-autoduale
comme suit
Ω4(χ)µνσρ ≡ Ω[µνσλχλ|ρ] (2.104)
Il nous faut e´galement connaˆıtre les transformations sous s et Q de cette forme e´tendue,
afin de de´terminer tous les termes de la fixation de jauge. La courbure e´tendue de Baulieu–
Singer peut en fait eˆtre ge´ne´ralise´e de manie`re a` inclure des champs covariants sous
l’action de δ. On montre que le superchamp dont la premie`re composante est l’ombre c
prend la forme suivante
c˜+ e−γ˜dA˜e
γ˜ (2.105)
et qu’il permet de de´finir une courbure qui se transforme e´galement de manie`re covariante
sous δ
(d+Q)
(
c˜+ e−γ˜dA˜e
γ˜
)
+
(
c˜+ e−γ˜dA˜e
γ˜
)2
= e−γ˜ Φ˜eγ˜ (2.106)
La forme e´tendue Φ˜ peut eˆtre calcule´e sans difficulte´ a` partir de l’e´quation
(d+Q)
(
c+ A˜
)
+
(
c+ A˜
)2
= Φ˜ (2.107)
En de´finissant de plus la forme e´tendue F˜ ≡ dA˜+ A˜2, on obtient les transformations du
terme apparaissant dans la fixation de jauge sous s et Q comme suit
s e−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜ =−e−γ˜(L˜θΩ˜ + g(θ)[η + dA˜Φ¯, Ω˜])eγ˜
δe−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜ =−Lθc˜−
[
e−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜, c˜
]
−e−γ˜
(
g(θ)
(
dA˜η + [Φ¯, Φ˜− F˜ ]
)− iθ(Φ˜− F˜))eγ˜
s δe−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜ =−Lθµ˜−
[
e−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜, µ˜
]
+e−γ˜
(
g(θ)
[
dA˜η + [Φ¯, Φ˜− F˜ ], Ω˜
]− [iθ(Φ˜− F˜), Ω˜])eγ˜
−
[
c˜, e−γ˜
(
L˜θΩ˜ + g(θ)[η + dA˜Φ¯, Ω˜]
)
eγ˜
]
(2.108)
On peut remarquer que les transformations ainsi obtenues sont covariantes de jauge,
malgre´ l’apparition de la de´rive´e de Lie ordinaire Lθ, car les termes e−γ˜Lθeγ˜ se de´veloppent
comme suit
e−γ˜Lθe
γ˜ = iθA+ Lθγ˜ − 1
2
[γ˜,Lθγ˜] +
1
6
[γ˜, [γ˜,Lθγ˜]] +O(γ˜4) (2.109)
En utilisant la convention a` la Berezin que, seule la forme de degre´ maximal contribue a`
l’inte´grale sur l’espace, la fixation de jauge dans la jauge ge´ne´ralise´e de Landau, s’e´crit
s δ
∫
Tr ˜¯µ L˚θ ⋆θ
(
e−γ˜
(
L˜θ + g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜ − iθA˚
)
(2.110)
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qui se de´veloppe sous la forme suivante
∫
Tr
(
b˜ L˚θ⋆θ
(
e−γ˜
(
L˜θ+g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜−iθA˚
)
− ˜¯Ω L˚θ⋆θe−γ˜
(
L˜θΩ˜+g(θ)[η+dA˜Φ¯, Ω˜]
)
eγ˜
+˜¯c L˚θ⋆θ
(
Lθc˜+
[
e−γ˜
(
L˜θ+g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜, c˜
]
+e−γ˜
(
g(θ)
(
dA˜η + [Φ¯, Φ˜− F˜ ]
)−iθ(Φ˜− F˜))eγ˜
)
+ ˜¯µ L˚θ ⋆θ
(
Lθµ˜+
[
e−γ˜
(
L˜θ+g(θ)
(
η + dA˜Φ¯
))
eγ˜, µ˜
]
+
[
c˜, e−γ˜
(
L˜θΩ˜ + g(θ)[η + dA˜Φ¯, Ω˜]
)
eγ˜
]
+ e−γ˜
(
−g(θ)[dA˜η + [Φ¯, Φ˜− F˜ ], Ω˜]+ [iθ(Φ˜− F˜), Ω˜])eγ˜
))
(2.111)
Cette forme de l’action fixe´e de jauge comportant un nombre de champs bien plus im-
portant n’est pas tre`s inte´ressante dans l’e´tude de la the´orie cohomologique, tout par-
ticulie`rement parce que les syme´tries qui la de´terminent ne sont de´finies que sur un
espace plat. Cependant elle constitue une e´tape pre´liminaire vers une formulation en
super-espace tordu de la the´orie supersyme´trique correspondante. Nous travaillons ac-
tuellement sur une telle construction.
Notons tout de meˆme qu’on peut montrer formellement que cette fixation de jauge est
e´quivalente a` la fixation de jauge usuelle de Faddeev–Popov. De´finissons pour ce faire les
quantite´s « semi-conserve´es » suivantes. On de´finitM qui agit non trivialement seulement
sur les champs µ˜ et ˜¯µ, en leurs attribuant les valeurs propres 1 et −1 respectivement. On
de´finit e´galement O qui attribue la valeur propre 1 aux champs µ˜ et c˜ et −1 aux champs
˜¯µ et ˜¯c, et enfin les charges Fn qui attribuent p aux composantes de degre´ de forme p
supe´rieur a` n de γ˜, c˜, µ˜ et Ω˜, et −p aux composantes de degre´ de forme p supe´rieur a` n
de b˜, ˜¯c, ˜¯µ et ˜¯Ω. On peut ve´rifier que tous les termes de l’action ont des charges infe´rieures
ou e´gales a` ze´ro par rapport a` tous ces ope´rateurs. On en conclut que si on conside`re
des fonctions de corre´lation de charges nulles par rapport a` ces derniers, aucun terme de
l’action ayant une de ses charges strictement ne´gative ne contribuera, puisque la brisure
implique´e par l’interaction correspondante ne pourra pas eˆtre compense´e. Ainsi, seuls les
termes de l’action ve´rifiant ces syme´tries contribuent a` de telles fonctions de corre´lation.
On constate aise´ment que la partie de l’action fixatrice de jauge ve´rifiant chacune de ces
syme´tries est simplement donne´e par
−
∫
Tr
(
b˜D˚µ
(
Dµγ˜ + Aµ − A˚µ
)− ˜¯ΩD˚µDµΩ˜ + ˜¯cD˚µDµc˜+ ˜¯µD˚µDµµ˜) (2.112)
On peut ainsi inte´grer formellement les champs par quatuors, de manie`re a` ce que cette
action se re´duise a` la fixation de jauge ordinaire de Faddeev–Popov dans la jauge de
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Landau, sans faire intervenir de facteur du de´terminant de Faddeev–Popov.∫
Tr
(
−bD˚µ(Aµ − A˚µ)+ Ω¯D˚µDµΩ) (2.113)
On pourrait montrer dans le cas quadridimensionnel que cet argument formel n’est pas
mis en de´faut par la proce´dure de renormalisation, en utilisant les identite´s de Slavnov–
Taylor associe´es a` l’invariance de jauge et a` la supersyme´trie, ainsi que des ge´ne´ralisations
des identite´s de Ward antifantoˆmes associe´es aux e´quations du mouvement des compo-
santes de b˜, ˜¯c, ˜¯µ et ˜¯Ω.
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Chapitre 3
Re´ductions dimensionnelles
L’ensemble des the´ories de type cohomologique de Yang–Mills connues, de´finies par
une ope´ration de torsion a` partir d’une the´orie de Yang–Mills supersyme´trique sur un
espace de dimension strictement supe´rieure a` quatre, peuvent eˆtres obtenues par une
re´duction dimensionnelle de la the´orie souche en huit dimensions sur un n-tore. Ceci est
en partie duˆ au fait que les groupes spe´ciaux de la liste de Berger associe´s a` une connexion
Ricci plate, s’incluent naturellement les uns dans les autres.
Sp(1) ⊂ Sp(2)∼= ⊂
SU(2) ⊂ SU(3) ⊂ SU(4)
⊂ ⊂
G2 ⊂ Spin(7)
(3.1)
3.1 La torsion sur un espace de dimension sept
Dans le cas ou` la the´orie tordue en huit dimensions est de´finie sur un espace re´ductible
de la forme S1×N , on peut de´finir en plus de la charge de supersyme´trie scalaire interpre´te´
comme une charge BRST, une charge vectorielle le long d’un vecteur constant tangent
au cercle. On peut montrer en de´composant les repre´sentions de Spin(7) par rapport
a` SO(7) que pour que l’espace complet admette un groupe d’holonomie inclus dans
Spin(7), la varie´te´ N doit avoir un groupe d’holonomie inclus dans G2.
1 Nous allons voir
dans cette section que la the´orie tordue en dimension sept peut eˆtre obtenue par re´duction
1Il faut tenir compte ici que l’inclusion de Spin(7) dans SO(8) est telle qu’un vecteur de l’espace a`
huit dimensions se repre´sente comme un spineur de Majorana de Spin(7), alors que celle de SO(7) est
l’inclusion naturelle dans SO(8).
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dimensionnelle sur un cercle de la the´orie tordue de´finie en huit dimensions ; comme elle
peut eˆtre obtenue par une ope´ration de torsion applique´e a` la the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique en sept dimensions, elle meˆme obtenue par re´duction dimensionnelle a`
partir de la the´orie supersyme´trique en huit. Ainsi, l’ope´ration de torsion commute avec
l’ope´ration de re´duction dimensionnelle.
3.1.1 La the´orie de type cohomologique
Le groupe G2 est le groupe exceptionnel de plus petite dimension dans la classifica-
tion de Cartan. Il peut eˆtre de´fini comme le groupe des automorphismes des octonions,
et ainsi comme le sous groupe de SO(7) qui pre´serve les coefficients de structure des
octonions imaginaires purs. Sur une varie´te´ dont le groupe d’holonomie est inclus dans
G2, il est possible de de´finir une 3-forme constante C correspondant aux coefficients de
structure apparaissant dans le commutateur de deux octonions imaginaires purs, ainsi
qu’une 4-forme constante C⋆, duale de Hodge de la premie`re, correspondant aux coeffi-
cients apparaissant dans l’associateur de trois octonions imaginaires purs. On appelle ces
formes, respectivement la 3-forme et la 4-forme associatives. De manie`re semblable au
cas octodimensionnel, la repre´sentation des 2-formes de SO(7) se re´duit sous l’action de
G2 en une composante autoduale dans la repre´sentation adjointe g2 et une composante
anti-autoduale dans la repre´sentation fondamentale correspondant a` un vecteur.
21= 7⊕ 14
P−ij
kl≡ 1
3
(
δklij −
1
2
C⋆ij
kl
)
P+ij
kl≡ 2
3
(
δklij +
1
4
C⋆ij
kl
)
(3.2)
Une 2-forme anti-autoduale en huit dimensions se de´compose sous G2 en une 1-forme et
une 2-forme anti-autoduale line´airement isomorphe a` la premie`re, de telle sorte qu’elle
correspond a` une 1-forme en sept dimensions.
χµν ≡
(
χij = Cij
kχk , χ0i = χi
)
(3.3)
Pour e´viter de de´composer la courbure de Yang–Mills anti-autoduale en ses diffe´rentes
composantes F− et dAL en sept dimensions, on pre´fe´rera re´duire dimensionnellement la
forme de l’action de Yang–Mills avec le terme cine´tique usuel pour le champ de jauge.
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L’action ainsi obtenue est donne´e par
∫
N
d7x
√
gTr
(
−1
4
FijF
ij − 1
2
DiLD
iL+DiΦ¯D
iΦ + ηDiΨ
i + 4CijkχiDjΨk − 4χiDiψ
+ [L, Φ¯][L,Φ] + η[L, ψ] + 4χi[L,Ψ
i]
+ Φ¯{Ψi,Ψi}+ Φ¯{ψ, ψ}+ 8Φ{χi, χi}+ Φ η2 + 1
2
[Φ, Φ¯]2 + 8TiT
i
)
(3.4)
Notons que le terme de Yang–Mills a` sept dimensions se de´compose de manie`re similaire
a` son ante´ce´dent octodimensionnel comme un terme topologique2 et un terme ne faisant
intervenir que la composante anti-autoduale de la courbure
1
4
FijF
ij =
1
8
C⋆ ijklFijFkl +
3
4
F−ij F
− ij (3.5)
L’action se re´e´crit sous une forme qui met en e´vidence le caracte`re cohomologique de la
the´orie
− 1
2
∫
N
Tr
(
C ∧ F ∧ F
)
+ s
∫
N
Tr
(
2C ⋆ χ ∧ F + 2χ ⋆ dAL− Φ¯ dA ⋆Ψ
+ 8χ ⋆ T − ⋆Φ¯[L, ψ]− 1
2
⋆ η[Φ, Φ¯]
)
(3.6)
ou` l’ope´rateur BRST est obtenue par re´duction dimensionnelle comme suit
sAi=Ψi
sΨi=−DiΦ
sΦ=0
sL=ψ
sψ= [Φ, L]
2On rappelle que la fonctionnelle
∫
C∧Tr F∧F ne de´finit pas un invariant topologique sur la varie´te´
de base. L’appellation de terme topologique provient de la proprie´te´ d’invariance de ce terme sous les
transformations infinite´simales du champ de jauge.
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sΦ¯= η
sη= [Φ, Φ¯]
sχi=Ti +
1
8
Ci
jkFjk − 1
4
DiL
sTi= [Φ, χi]− 1
4
Ci
jkDjΨk − 1
4
[L,Ψi] +
1
4
Diψ (3.7)
Comme on l’a e´voque´ dans l’introduction, la syme´trie vectorielle le long du cercle en huit
dimensions produit une seconde syme´trie scalaire δ par re´duction dimensionnelle.
δAi=−4χi
δΨi=DiL+
1
2
Ci
jkFjk + 4Ti
δΦ=2ψ
δL= η
δψ= [Φ¯,Φ]
δΦ¯= 0
δη=2[Φ¯, L]
δχi=
1
2
DiΦ¯
δTi=−1
4
Diη +
1
2
[Φ¯,Ψi]− [L, χi] + CijkDjχk (3.8)
Ces deux ope´rateurs scalaires ont les relations d’anticommutation suivantes
s2 = δjauge(Φ) δ2 = 2 δjauge(Φ¯) {s, δ} = −2 δjauge(L) (3.9)
La fonction de jauge, en plus d’eˆtre invariante sous l’action de δ, se trouve eˆtre δ-exacte.
C’est une proprie´te´ ge´ne´rales des the´ories de type cohomologique obtenues par re´duction
dimensionnelle d’une the´orie du meˆme type.
3.1.2 Torsion de la the´orie
Les matrices de Dirac en huit dimensions peuvent eˆtre de´finies en fonction de celles
en dimension sept comme suit
γµ≡σ2 ⊗ γi, σ1 ⊗ 1
γ9≡σ3 ⊗ 1
C ≡ 1⊗ 1 (3.10)
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ou` les σı sont les matrices de Pauli. La condition de Majorana
3 s’e´crit
λtC = λ†β =ˆ
(
λt1, λ
t
2
)
=
(
λ†1,−λ†2
)
(3.11)
de telle manie`re qu’un spineur de Majorana en huit dimensions se de´compose ainsi
λ=ˆ
(
λ1
iλ2
)
(3.12)
ou` λ1 et λ2 sont deux spineurs re´els en sept dimensions. La simplicite´ de la repre´sentation
de Majorana dans ce cas, est due au fait qu’on peut e´crire les matrices gamma en sept
dimensions en fonction des coefficients de structure des octonions, de telle sorte que la
matrice de conjugaison de charge est l’identite´ et qu’un spineur de Majorana est re´el.
Apre`s re´duction dimensionnelle sur le cercle, l’action octodimensionnelle devient
∫
N
d7xTr
(
−1
4
FijF
ij − 1
2
DiLD
iL+DiΦ¯D
iΦ− i(λ[1 /Dλ2])
+[L, Φ¯][L,Φ] +
1
2
[Φ, Φ¯]2 +
(
λ{1[L, λ2}]
)− 1
2
(
λ1[Φ, λ1]
)− (λ2[Φ¯, λ2])
)
(3.13)
Celle-ci est laisse´e invariante par les transformations de supersyme´trie
δAi=−i
(
ǫ1γiλ2
)
+ i
(
ǫ2γiλ1
)
δL=
(
ǫ1λ2
)− (ǫ2λ1)
δΦ=2
(
ǫ2λ2
)
δΦ¯=
(
ǫ1λ1
)
δλ1=
(
/F − i /DL+ [Φ, Φ¯]
)
ǫ1 + 2
(
i /DΦ¯− [L, Φ¯]
)
ǫ2
δλ2=
(
/F + i /DL− [Φ, Φ¯]
)
ǫ2 −
(
i /DΦ + [L,Φ]
)
ǫ1 (3.14)
Sur une varie´te´ dont le groupe d’holonomie est inclus dans G2, il existe au moins un
spineur constant. On de´finit l’ope´ration de torsion sur les fermions de Majorana en espace
plat a` partir d’un tel spineur ζ, scalaire sous l’action de G2, comme suit
λ1≡ ηζ +
(
Cijkγ
jk + iγi
)
χiζ
λ2≡ψζ + iγiΨiζ (3.15)
3On parle en dimension sept de condition de pseudo-Majorana ou de re´alite´. On ne fera pas la
distinction dans cette the`se, e´tant donne´ qu’on n’y conside´rera que des champs sans masse.
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La donne´e de ce spineur constant, permet de de´finir la 3-forme associative(
ζζ
)
= 1
(
ζγijkζ
)
=
i
3!
Cijk (3.16)
On peut construire les deux charges scalaires a` partir de ce meˆme spineur
s = δ(ǫ1 = ζ, ǫ2 = 0)
δ = δ(ǫ1 = 0, ǫ2 = ζ) (3.17)
On peut e´galement obtenir deux ope´rateurs vectoriels correspondant aux autres charges
de supersyme´trie. Celui correspondant a` la re´duction dimensionnelle de la syme´trie vec-
torielle en huit dimensions est donne´ par δi = δ(ǫ1 = 0, ǫ2 = iγiζ) et ve´rifie
δiAj = gijη − 4Cijkχk
δiL=4χi
δiΨj =−
(
δklij +
1
2
C⋆ij
kl
)
Fkl − CijkDkL+ gij[Φ¯,Φ] + 4CijkTk
δiψ=−DiL− 1
2
Ci
jkFjk − 4Ti
δiΦ=2Ψi
δiΦ¯= 0 (3.18)
δiη=−2DiΦ¯
δiχj =−1
2
Cij
kDkΦ¯ +
1
2
gij[Φ¯, L]
δiTj = gij
(1
4
[L, η]−Dkχk − 1
2
[Φ¯, ψ]
)
+Cij
k
(1
4
Dkη − CklrDlχr + [L, χk]− 1
2
[Φ¯,Ψk]
)
On peut ve´rifier les relations d’anticommutation
{δi, δj}=4gijδjauge(Φ¯)
{s, δi}=−2
(
∂i + δ
jauge(Ai)
)
{δ, δi}=0 (3.19)
et la condition d’invariance par rapport a` s , δ et δi permet de de´terminer la fonction de
jauge.
3.1.3 Syme´trie interne des the´ories e´quilibre´es
Les the´ories de type cohomologique obtenues par re´duction dimensionnelle d’une
the´orie souche, elle meˆme du meˆme type, ont de manie`re ge´ne´rale la proprie´te´ d’avoir
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deux charges scalaires de syme´trie de nombres d’ombres oppose´s. Cette proprie´te´ re´sulte
d’une syme´trie interne SL(2,R), dont la conservation du nombre d’ombres est un sous
groupe et sous lequel les deux charges de supersyme´trie se transforment comme un dou-
blet [46]. Cette syme´trie implique l’absence d’anomalie du nombre d’ombres. Les fantoˆmes
et les antifantoˆmes e´tant dans des repre´sentations identiques, l’ope´rateur tordu de Dirac
est autoadjoint et donc d’indice nul. On parle alors de the´orie de type cohomologique
e´quilibre´e [47].
Pour obtenir directement une formulation manifestement SL(2,R) invariante de la
the´orie, on acquiert celle-ci a` partir d’une ope´ration de torsion sur la the´orie de Yang–Mills
obtenue par re´duction dimensionnelle sur le « 3-tore formel de Minkowski » (c’est a` dire
un espace de Minkowski conside´re´ formellement comme compact). Cette dernie`re a pour
champs, un champ de jauge, un triplet de trois scalaires dans la repre´sentation adjointe
de SL(2,R) et un doublet de SL(2,R) de deux spineurs de Majorana.4 La the´orie ainsi
obtenue est mal de´finie. Sa bonne de´finition ne´cessite de rede´finir un des champs scalaires
par un facteur i de manie`re a` obtenir un groupe de syme´trie interne SU(2). Il n’existe
alors pas de rede´finition des champs qui permette de de´finir le doublet de diffe´rentielles
BRST topologiques comme des ope´rateurs re´els. L’interpre´tation alge´brique propose´e
dans [47] est ainsi plus transparente en prenant en compte l’action hermitienne mal
de´finie admettant SL(2,R) comme groupe de syme´trie interne et c’est celle que nous
conside´rerons dans ce qui suit, ainsi que la repre´sentation de la supersyme´trie associe´e.
On peut obtenir une repre´sentation de la supersyme´trie et l’action non hermitienne qui
de´finissent une the´orie des champs cohe´rente en substituant les matrices de Pauli aux
ge´ne´rateurs de sl(2,R) et en attribuant les bons facteurs de phases. L’action hermitienne
formelle est donne´e par
S =
∫
M
d7xTr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
DµφiD
µφi − i
2
(
λ /Dλ
)
− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj]− φi
(
λτiλ
))
(3.20)
On de´finit les variables tordues par λα ≡
(
ηα + i /ψα
)
ζ, en fonction desquelles l’action
4De manie`re a` ne pas les confondre avec les indices de sl(2,R), nous utiliserons dore´navant les lettres
du milieu de l’alphabet grec pour de´noter les indices d’espace .
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s’e´crit
S =
∫
M
d7x
√
gTr
(
−1
8
C⋆ µνσρFµνFσρ − 3
4
F−µνF
−µν − 1
2
DµφiD
µφi
+ ψαµD
µηα − 1
2
CµνσψαµDνψσ α +
1
2
TµT
µ
− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj]− σi αβφiηαηβ − σi αβφiψαµψµβ
)
(3.21)
La torsion des ge´ne´rateurs de supersyme´trie permet de de´finir les diffe´rentielles
sαAµ=ψ
α
µ
sαψµβ = δ
α
β
(
Tµ +
1
2
Cµ
νσFνσ
)
+ σiβ
α
Dµφi
sαφi=σi
αβηβ (3.22)
sαηβ =σ
ij
β
α
[φi, φj]
sαTµ=Dµη
α − CµνσDνψασ − σi αβ[φi, ψµβ]
sαµAν = gµνη
α − Cµνσψασ
sαµψνβ = δ
α
β
(
Fµν +
1
2
C⋆µν
σρFσρ − CµνσTσ
)
+ σiβ
α
Cµν
σDσφi − σijβαgµν [φi, φj]
sαµφi=−σiαβψµβ (3.23)
sαµηβ = δ
α
β
(1
2
Cµ
νσFνσ + Tµ
)
+ σiβ
α
Dµφi
sαµTν =−gµν
(
Dσψ
σα + σi αβ[φi, ηβ]
)
+ Cµν
σ
(
Dση
α − CσκλDκψαλ − σi αβ[φi, ψβσ]
)
Nous avons ici inclus le champ auxiliaire Tµ, ce qui permet de mettre en involution
la majeure partie des anticommutateurs. Seul l’anticommutateur {s[α[µ, sβ]ν]} applique´ a`
n’importe quelle 1-forme de la the´orie, fait intervenir les e´quations du mouvement.
{sαµ, sβν}Aσ =2σi αβgµνDσφi + 2εαβCµνρFρσ
+2εαβC⋆µνσ
ρTρ
{sαµ, sβν}ψσγ =−2σi αβgµν [φi, ψσγ] + 2εαβCµνρDρψσγ
2εαβC⋆µνσ
ρ
(
Dρηγ − CρκλDκψλγ − σiγδ[φi, ψρδ]
)
{sαµ, sβν}Tσ =−2σi αβgµν [φi, Tσ] + 2εαβCµνρDρTσ
−2εαβC⋆µνσρ
(
DκFκρ − [φi, Dρφi] + {ηα, ψρα} − 1
2
Cρ
κλ{ψακ , ψλα}
)
+2εαβC⋆µν
κλ
(
gσκCλ
ρτDρTτ − CσκρDρTλ
)
(3.24)
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C’est en fait le mieux que l’on puisse faire, comme nous allons le montrer dans la section
suivante. Les e´quations du mouvement n’apparaissent qu’a` travers des termes faisant in-
tervenir les coefficients de l’associateur des octonions imaginaires purs, re´ve´lant ainsi que
la non existence d’une repre´sentation fonctionnelle locale de la supersyme´trie maximale
est intimement lie´e a` la non associativite´ de cette alge`bre [31].
L’action peut eˆtre e´crite comme la somme d’un terme topologique et de la variation
d’une fonction de jauge par rapport a` n’importe quelle combinaison line´aire des charges
scalaires de supersyme´trie, aαsα,
S = −1
8
∫
M
d7x
√
gTr
(
C⋆ µνσρFµνFσρ
)
+ sαΨα (3.25)
Le fermion de jauge est lui meˆme la variation d’une fonctionnelle par rapport a` la com-
binaison line´aire orthogonale, a¯αsα (a¯
1a1 + a¯2a2 = 0), des charges scalaires.
Ψα=
∫
M
d7x
√
gTr
(
−1
8
CµνσψαµFνσ − 1
4
σiα
β
ψβµD
µφi +
1
4
ψαµT
µ +
1
4
σijα
β
ηβ[φi, φj]
)
= sαΩ
Ω=
∫
M
d7x
√
gTr
(
−1
8
Cµνσ
(
(Aµ∂νAν +
2
3
AµAνAσ
)
− 1
8
ψαµψ
µ
α +
1
8
ηαηα
)
(3.26)
Par souci de simplicite´ nous avons e´crit Ω dans une forme qui n’est bien de´finie que dans
le cas ou` la seconde classe de Chern est triviale, mais elle peut eˆtre ge´ne´ralise´e a` n’importe
quelle configuration en introduisant une connexion de fond de seconde classe de Chern
identique [A.1]. L’introduction de cette connexion de fond n’est pas proble´matique pour
l’interpre´tation de cet ante´ce´dent en the´orie des champs, puisque la seconde classe de
Chern est constante sur chaque composante connexe de l’espace des connexions. Notons
e´galement que Ω n’est de´fini qu’a` un terme BRST-exact pre`s∫
M
d7x
√
g ς ≡
∫
M
d7x
√
gTr
(
ηαηα − 2i
3
εijkφiφjφk
)
(3.27)
Comme nous l’avons de´ja` indique´, le fait que cette the´orie de type cohomologique soit
e´quilibre´e implique que le nombre d’ombres soit conserve´ exactement. De ce fait, la seule
observable non-triviale de la the´orie est la fonction de partition, qu’on identifie formelle-
ment comme la constante d’Euler de l’espace de modules des orbites de jauge autoduales,
et qui constitue ainsi une ge´ne´ralisation de l’invariant de Casson a` une varie´te´ d’holono-
mie incluse dans G2 [27]. En pratique cette analyse n’est valable que dans le cas ou` les
antifantoˆmes n’admettent pas de mode ze´ro. Dans ce cas ide´al, l’inte´grale fonctionnelle
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se re´duit a` une somme discre`te des signes du hessien de la fonctionnelle Ω a` chacun de
ses points fixes. Ceux-ci correspondent aux orbites de jauge autoduales. On interpre`te
alors la the´orie de type cohomologique comme une extension infinie dimensionnelle de la
the´orie de Morse de fonction Ω sur l’espace des orbites de jauge [47]. Dans un cas plus
ge´ne´ral, il devient moins aise´ d’interpre´ter cette fonction de partition dans la the´orie de
Morse, mais elle propose toujours une extension inte´ressante de l’invariant de Casson.
3.1.4 BRST-exactitude du tenseur e´nergie impulsion
Le tenseur e´nergie impulsion d’une the´orie de type cohomologique a la proprie´te´
ge´ne´rale d’eˆtre BRST-exact. Comme il a de´ja` e´te´ mentionne´, dans le cas des the´ories
faisant intervenir des formes constantes sur la varie´te´, cette proprie´te´ n’implique que
l’invariance par rapport aux home´omorphismes isotopes a` l’identite´ qui pre´servent la G-
structure associe´e. Cette proprie´te´ permet en outre de de´terminer une fixation de jauge
particulie`re en exigeant de surcroˆıt que l’ante´ce´dent du tenseur e´nergie impulsion soit
e´galement conserve´ modulo les e´quations du mouvement. Dans le cas ou` la the´orie est
de´finie sur une varie´te´ admettant un vecteur constant, la conservation de ce tenseur
permet de de´finir une charge de supersyme´trie supple´mentaire, qui, dans le cas d’un
espace plat, s’e´tend a` une syme´trie de parame`tre vectoriel qui contraint la fixation de
jauge de telle sorte que l’action de la the´orie cohomologique soit la forme tordue de l’action
d’une the´orie supersyme´trique. Nous allons dans cette section e´tablir explicitement cette
proprie´te´ pour la the´orie cohomologique de´finie sur une varie´te´ de dimension sept.
La proprie´te´ de BRST-exactitude n’est valable que lorsque l’alge`bre BRST ne fait
intervenir la me´trique ou la G-structure qu’a` travers la de´finition de champs dans des
repre´sentations les faisant intervenir. Ceci implique une rede´finition Tµ → Tµ− 12CµνσFνσ
du champ auxiliaire Tµ. Si ce changement de variable n’affecte pas la mesure d’inte´gration
fonctionnelle, il modifie la forme du tenseur e´nergie impulsion par des termes line´aires
dans les e´quations du mouvement. Dans cette section, nous utiliserons cette nouvelle
de´finition pour laquelle l’action prend la forme
S =
∫
M
d7x
√
gTr
(
−1
2
CµνσTµFνσ +
1
2
TµT
µ − 1
2
DµφiD
µφi
+ ψαµD
µηα − 1
2
CµνσψαµDνψσα
− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj]− σi αβφηαηβ − σi αβφiψαµψµβ
)
(3.28)
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avec pour ante´ce´dent BRST
Ψα =
∫
M
d7x
√
gTr
(
−1
4
CµνσψµαFνσ − 1
4
σiα
β
ψµβD
µφi
+
1
4
ψµαT
µ +
1
4
σijα
β
ηβ[φi, φj]
)
(3.29)
L’action des charges scalaires et vectorielles devient dans ce cas
sαψµβ =σ
i
β
α
Dµφi + δ
α
βTµ
sαTµ=Dµη
α − σi αβ[φi, ψµβ]
sαµψνβ = δ
α
β
(
2Fµν − CµνσTσ
)
+ σiβ
α
Cµν
σDσφi − σijβαgµν [φi, φj]
sαµηβ = δ
α
βTµ + σ
i
β
α
Dµφi
sαµTν =−gµνσi αβ[φ,ηβ]− 2Dµψαν +Dνψαµ + 2CµνσDσηα − Cµνσσi αβ[φi, ψσβ] (3.30)
Le tenseur e´nergie impulsion est alors la BRST-variation de l’ante´ce´dent
Λαµν = Tr
(
−3
4
Cν
[σρδκ]µ ψασFρκ +
1
2
ψα{µTν} − 1
2
σiα
β
ψβ{µDν}φi
+
1
4
gµν
(
CσρκψασFρκ − ψασT σ + σiαβψβσDσφi − σijαβηβ[φi, φj]
))
(3.31)
dont la divergence est
∇νΛαµν = 1
4
Tr
((
δνµηα − Cµνσψσα
)
E(A)ν
+
(
δβα
(
Cµ
νσTσ − 2Fµν
)
+ σiα
β
Cµ
νσDσφi − σijαβδνµ[φi, φj]
)
E
(ψ)
νβ
σiα
β
ψµβE
(φ)
i +
(
−δβαTµ + σiαβDµφi
)
E
(η)
β
−
(
δνµσ
i
α
β
[φi, ηβ] + 2Dµψ
ν
α −Dνψµα − 2CµνσDσηα + Cµνσσiαβ[φi, ψσβ]
)
E(T )ν
+Dν
(
ψαµE
(T )
ν
))
− 1
4
∇νTr
(
Cµν
σ
(
−ηαTσ + σiαβηβDσφi + σijαβψβσ[φi, φj]
)
+ C⋆µν
σρ
(
Tσψρα − σiαβψβσDρφi
))
(3.32)
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Le second terme n’est pas BRST ferme´, mais si on le soustrait a` la de´finition de l’ante´ce´dent
du tenseur e´nergie impulsion, celui-ci est modifie´ par un terme anti-autodual 1
2
Cµν
σ∇σς
(ou` ς est donne´ par (3.27)) qui n’affecte pas la de´finition des charges conserve´es associe´es
puisqu’il est se´pare´ment conserve´. Le premier terme est e´crit de manie`re a` mettre en
e´vidence le fait qu’il est nul lorsque les e´quations du mouvement sont satisfaites. On
constate que l’ante´ce´dent Λαµν , apre`s soustraction du second terme antisyme´trique, est
bien le courant conserve´ associe´ a` la syme´trie vectorielle δα.
3.1.5 Re´alisation fonctionnelle locale de la supersyme´trie
Notons dans un premier temps qu’il n’existe pas d’autre extension de l’alge`bre modulo
les e´quations du mouvement qui n’introduise pas de champ auxiliaire supple´mentaire.
Etant donne´ le comptage de puissance et la conservation du nombre d’ombres, le champ
auxiliaire Tµ ne peut apparaˆıtre que dans les transformations des champs fermioniques,
avec un coefficient pour facteur. L’invariance par rapport a` G2 et SL(2,R) fixe en outre
ces termes a` un facteur re´el pre`s. Il est donc ne´cessaire d’introduire de nouveaux champs
pour pouvoir mettre l’alge`bre en involution. Nous allons montrer que si il existait des
repre´sentations de l’alge`bre tordue de supersyme´trie incluant le multiplet de de´part (sur
lequel la repre´sentation n’est de´finie que modulo les e´quations du mouvement), celles-ci
seraient ne´cessairement re´ductibles, de telle sorte que la sous-repre´sentation incluant la
repre´sentation modulo les e´quations du mouvement serait isomorphe a` celle-ci. Puisque
la proprie´te´ d’eˆtre en involution est par de´finition conserve´e sous l’action d’un isomor-
phisme de repre´sentation, une repre´sentation fonctionnelle locale de l’alge`bre comple`te
de supersyme´trie ne peut exister. Nous supposons pour ce faire que le groupe de jauge
est semi-simple.
On de´finit les extensions possibles du multiplet en ajoutant a` l’action des ge´ne´rateurs
de supersyme´trie sur chaque champ, une fonction locale des champs et de leur de´rive´es
covariantes line´aire dans les e´quations du mouvement des champs, incluant n’importe
quel nouveau champ auxiliaire parmi les champs. Ce qui constitue la modification la plus
ge´ne´rale qui n’affecte pas la repre´sentation modulo les e´quations du mouvement. Par
souci de simplicite´ on appellera champs non physiques ces e´quations du mouvement. On
supposera en outre que cette modification de la repre´sentation pre´serve la covariance sous
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l’action de G2 et SL(2,R). On e´crit les nouvelles transformations des champs comme suit
sαAµ= · · ·+ χαµ
sαψµβ = · · ·+ δαβhµ + σiβαHiµ
sαφi= · · ·+ ραi
sαηβ = · · ·+ δαβP + σiβαQi
sαTµ= · · ·+ Ξαµ (3.33)
sαµAν = · · ·+ χαµν
sαµψνβ = · · ·+ δαβhµν + σiβαHiµν
sαµφi= · · ·+ ραµi
sαµηβ = · · ·+ δαβPµ + σiβαQiµ
sαµTν = · · ·+ Ξαµν (3.34)
ou` les « · · · » de´signent les transformations de´finies dans la section pre´ce´dente. Nous al-
lons tout d’abord montrer que la repre´sentation de l’alge`bre incluant les charges scalaires
et les transformations de jauge est re´ductible. En utilisant le fait que l’anticommutateur
des charges scalaires est une transformation de jauge de parame`tre −σi αβφi, nous allons
eˆtre en mesure de de´terminer l’action des charges scalaires sur les nouveaux champs in-
troduits. Appliquant cette anticommutateur sur φi, on obtient la partie syme´trique dans
les indices ➼ de SL(2,R) de sαρβi. On appellera respectivement ➼ et 1 les indices des
repre´sentations fondamentale et adjointe de SL(2,R). Afin de lever cette inde´termination,
on ajoute un nouveau champ non physique Ri dans le multiplet
sαρβi = −σi αβP − 2σij αβQj + εαβRi (3.35)
La partie syme´trique sans trace dans les indices internes 1 de l’e´quation e´quivalente
associe´e a` ραi apre`s contraction avec σ
j αβ, se lit
[φ(j, ρ
α
i)] =
1
2
σ(j
αβsβRi) (3.36)
ce qui contraint ραi a` eˆtre de la forme σi
αβρβ. On reprend alors la meˆme proce´dure en
prenant en compte la transformation des champs scalaires sαφi = · · · + σi αβρβ. On en
de´duit les transformations des champs ρα, P et Qi modulo une inde´termination qu’on
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fixe en introduisant le nouveau champ ϑβ.
sαρβ =−δαβP − σiβαQi
sαP =σi αβ[φi, ρβ] + ϑ
α
sαQi= [φi, ρ
α] + σi
αβϑβ (3.37)
On de´termine la transformation de ϑα en appliquant la meˆme relation de fermeture au
champ Qi.
sαϑβ = {ρα, ηβ + ρβ}+ 2σijβα[φi, Qj] (3.38)
Le lecteur peut alors ve´rifier que l’anticommutateur des charge scalaires {sα, sβ} donne
bien la transformation de jauge souhaite´e sur les champs P et ϑα.
En regardant de plus pre`s la repre´sentation de sα sur les champs φi, ηα, ρα, P, Qi et
ϑα ainsi obtenue, on remarque que celle-ci est re´ductible. Il est effectivement possible de
rede´finir les champs ϕˆA ≡ f ∗ ϕA via l’isomorphisme,
f ∗ ηα = ηα + ρα f

∗ Ξ
α
µ = Ξ
α
µ −Dµρα (3.39)
ce qui redonne l’ancien sous-multiplet. On peut donc conside´rer sans perte de ge´ne´ralite´
que les champs ρα, P, Qi et ϑα sont nuls.
On va utiliser la meˆme relation de fermeture sur le champ de jauge Aµ afin de
de´terminer la transformation du champ χαµ, modulo la composante antisyme´trique dans
les indices ➼ , qu’on fixe en introduisant le champ Hµ
sαχβµ = −δαβHµ − σiβαHiµ (3.40)
La meˆme proce´dure applique´e a` ψαµ donne l’e´quation
σiα
β(
sβhµ + Ξµβ + Cµ
νσDνχσβ
)
+ (σjσi)α
β(
sβHjµ − [φj, χµβ]
)
= 0 (3.41)
qui fixe les transformations suivantes,5 modulo l’introduction du champ non physique
Θµα
sαHiµ= [φi, χ
α
µ] + σi
αβΘµβ
sαhµ=−Ξαβ − CµνσDνχασ +Θαµ (3.42)
On obtient ensuite la transformation du champ Hµ en re´ite´rant la proce´dure sur le champ
χαµ
sαHµ = Θ
α
µ + σ
i αβ[φi, χβµ] (3.43)
5Soit A et Bi deux spineurs tridimentionnels, l’e´quation σ
iA+σjσiBj = 0 admet pour unique solution
Bi = σiA.
3.1. LA TORSION SUR UN ESPACE DE DIMENSION SEPT 85
La relation de fermeture applique´ a` Hµ de´termine la composante syme´trique dans les
indices ➼ de la transformation de Θαµ, et son application a` Hiµ, la composante anti-
syme´trique.
sαΘβµ = 2σ
ij
β
α
[φi, Hjµ]− {χαµ, ηβ} (3.44)
En ite´rant la meˆme proce´dure, on obtient la transformation du champ Ξαµ, et celle d’un
nouveau champ Mµ, apparaissant pour fixer les inde´terminations.
sαΞβµ=−{χαµ, ηβ}+ Cµνσ{χαν , ψβσ}+ σi αβCµνσDνHiσ
+σi αβ[φi, hµ] + 2σ
ij αβ[φi, Hjβ] + ε
αβMµ
sαMµ=σ
i αβ[φi,Ξµβ −Θµβ]− σi αβCµνσ[Hiν , ψσβ]− CµνσDνΘασ
−[χνα, F−µν ]− [ηα, hµ]− Cµνσ[χαν , Tσ + hσ] (3.45)
La repre´sentation de l’alge`bre e´tant pre´cise´e, il est possible de construire un second
isomorphisme
f ∗ ψαµ = ψαµ + χαµ f

∗ Tµ = Tµ + hµ −Hµ f ∗ Ξαµ = Ξαµ −Θαµ (3.46)
qui de´compose la repre´sentation en quatre multiplets irre´ductibles, incluant le multi-
plet modulo les e´quations du mouvement dans sa forme de de´part. Il est donc pos-
sible de de´finir l’isomorphisme de repre´sentation f∗ ≡ f ∗ ◦ f ∗ qui permet d’extraire la
repre´sentation modulo les e´quations du mouvement de la repre´sentation la plus ge´ne´rale
ainsi construite. Il est donc possible de conside´rer sans perte de ge´ne´ralite´ que la repre´sentation
la plus ge´ne´rale de l’alge`bre de supersyme´trie admet l’action des charges scalaires sur les
champs du multiplet modulo les e´quations du mouvement ainsi qu’elle a` e´te´ de´finie dans
la section pre´ce´dente.
Nous allons maintenant de´terminer la transformation des champs introduits en (3.34).
En utilisant la relation de fermeture {sα, sβµ} = 2εαβ
(
∂µ + δjauge(Aµ)
)
sur les champs φi
et ηα, on obtient
sαρβµi=−σiαβPµ − εαβQµi − 2σij αβQµj
sαPµ=σ
ij αβ[ρµβi, φj]
sαQµi=(σ
iσjk)βα[φj, ρµβk] (3.47)
En appliquant l’anticommutateur s{αsβ} = −σi αβδjauge(φi) sur Pµ, on de´termine la
contrainte
{ραµi, ηα} = 0 (3.48)
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qui n’admet pas de solution non-triviale. On en de´duit que les champs ραµi, Pµ et Qµi sont
nuls. On de´veloppe maintenant {sαµ, sβν}η, ce dont on de´duit
C[ν
σρDσχ
α
µ]ρ + Ξ
α
[µν] + σ
i αβ[χ[µν]β, φi] = 0
σiα
β(
C{ν
σρDσχµ}ρβ + Ξ{µν}β + σ
j
β
γ
[φj, χ{µν}γ]
)
= [φi, χ{µν}α] (3.49)
Il est e´vident que le terme de droite de la seconde e´quation ne peut inclure le tenseur
σiα
β
, de telle sorte qu’il est nul. Le champ χαµν est donc antisyme´trique dans ses indices
d’espace, et le champ Ξαµν est de´termine´ en fonction des autres champs comme suit
Ξαµν = σ
i αβ[φi, χµνβ]− CνσρDσχαµρ (3.50)
L’application de l’anticommutateur {sα, sβµ} = 2εαβ
(
∂µ + δjauge(Aµ)
)
au champ Aµ lui-
meˆme, de´termine la transformation de χαµν sous l’action des charges scalaires
sαχβµν = −εαβhµν − σi αβHµνi (3.51)
La composante antisyme´trique dans les indices ➼ de ce meˆme anticommutateur applique´
au champ Tµ, donne enfin que
{ηα, χµνα} = 0 (3.52)
dont l’unique solution est donne´e par χµνα ∝ gµνηα, alors que χµνα est contraint a` eˆtre
antisyme´trique dans ses indices d’espace. Tous les champs non physiques additionnels
sont donc ne´cessairement nuls.
On en de´duit donc, que si il existait une repre´sentation fonctionnelle locale de l’alge`bre
de supersyme´trie, on pourrait alors de´finir un isomorphisme de repre´sentation, en e´tendant
la de´finition de l’isomorphisme f∗ a` l’ensemble des champs, qui de´composerait la repre´sentation
en un certain nombre de sous-repre´sentations, incluant la repre´sentation modulo les
e´quations du mouvement. Il n’existe donc pas de telle repre´sentation.
3.2 La the´orie en six dimensions
Nous allons expliciter dans cette section la proce´dure de torsion en six dimensions. La`
encore la re´duction dimensionnelle commute avec l’ope´ration de torsion. On conside´rera
e´galement la possibilite´ d’effectuer la re´duction dimensionnelle sur le tore dans le cas
d’une fibration.
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3.2.1 Re´duction dimensionnelle sur le tore
On utilisera des spineurs de Majorana a` valeur dans la fondamentale de SL(2,R).
C−1γµC = −γt µ C−1γ7C = −γt7 Ct = C (3.53)
La proce´dure de re´duction dimensionnelle utilise la convention
Γm ≡ σ2 ⊗ σ2 ⊗ γµ, σ2 ⊗ σ2 ⊗ γ7, −σ2 ⊗ σ3 ⊗ 1, σ1 ⊗ 1⊗ 1, σ2 ⊗ σ1 ⊗ 1
Γ11≡ σ3 ⊗ 1⊗ 1
C ≡ σ2 ⊗ 1⊗ C (3.54)
Et le champ de jauge se de´compose en
Am ≡ Aµ, h, φ1, φ2, φ3 (3.55)
On obtient par re´duction dimensionnelle sur le 4-tore formel de Minkowski∫
M
d6xTr
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
DµhD
µh− 1
2
DµφiD
µφi − i
2
(
λ /Dλ
)
+
1
2
[h, φi][h, φ
i]− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj] +
1
2
(
λγ7[h, λ]
)− 1
2
(
λτi[φi, λ]
))
(3.56)
Cette fois encore la bonne de´finition de la the´orie requiert de de´finir le champ h et un des
champs scalaire φi comme imaginaires purs, de manie`re a` ce que le groupe de syme´trie
interne soit SU(2). Nous avons pre´fe´re´ utilise´ des conventions mal de´finies du point de
vue de la the´orie des champs, pour privile´gier l’interpre´tation de la the´orie en tant que
the´orie de type cohomologique e´quilibre´. Les conventions cohe´rentes du point de vue de
la the´orie des champs peuvent eˆtre obtenues en substituant les matrices de Pauli aux
ge´ne´rateurs de sl(2,R) et en ajoutant les bons facteurs de phase.
On de´compose la partie chirale du ge´ne´rateur des rotations
Γmn+ =ˆ


[
1⊗ γµν
]
−1
2
1⊗ γ7γµ− i2τi ⊗ γµ
1
2
1⊗ γ7γν 0 − i2τi ⊗ γ7
i
2
τj ⊗ γν i
2
τj ⊗ γ7
[
τij ⊗ 1]

 (3.57)
afin d’obtenir les transformations de supersyme´trie re´duites
δAµ= −i
(
ǫγµλ
)
δh = −(ǫγ7λ)
δφi = −
(
ǫτiλ
)
δλ = /Fǫ− iγ7 /Dhǫ− iτi /Dφiǫ+ τiγ7[h, φi]ǫ+ τij[φi, φj]ǫ (3.58)
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On peut tordre cette the´orie en faisant intervenir la structure complexe de l’espace eucli-
dien R6 ∼= C3. De manie`re ge´ne´rale, on peut de´finir deux spineurs constants de chiralite´
oppose´e sur une varie´te´ de Calabi–Yau de dimension complexe impaire [20]. On peut
choisir ces deux spineurs ζ et ζ¯ de manie`re a` ce qu’ils ve´rifient ζ¯t = ζtC, ainsi que les
formules ci-dessous. Nous avons utilise´ ici des conventions peu ordinaires ou` les indices
holomorphes et antiholomorphes sont note´s avec les indices re´els, respectivement affuble´s
d’un˚et d’un .˘ La raison de cette notation peu orthodoxe, est que nous allons rapide-
ment passer a` des notations re´elles pour mettre en e´vidence le fait que la the´orie peut
eˆtre formule´e sans complexifier les champs.
γµ˚ζ =0 γµ˘ζ¯ = 0
γµ˚ν˘ζ =
1
2
gµ˚ν˘ζ =
i
2
kµ˚ν˘ζ
γµ˚ν˘ ζ¯ =−1
2
gµ˚ν˘ ζ¯ = − i
2
kµ˚ν˘ ζ¯
γµ˚ν˚ ζ¯ =− i
2
Ωµ˚ν˚ σ˘γ
σ˘ζ
γµ˘ν˘ζ =− i
2
Ωµ˘ν˘ σ˚γ
σ˚ ζ¯
γµ˚ν˚σ˚ ζ¯ =− i
3
Ωµ˚ν˚σ˚ζ
γµ˘ν˘σ˘ζ =− i
3
Ωµ˘ν˘σ˘ ζ¯ (3.59)
Ici k est la 2-forme de Ka¨hler et Ω la 3-forme holomorphe, normalise´ a` Ωµ˚ν˚σ˚ =
√
2εµ˚ν˚σ˚
dans le cas plat. On de´compose la repre´sentation spinorielle comme suit
λα= η˚αζ + iψµ˚αγ
µ˚ζ¯ + η˘αζ¯ + iψµ˘αγ
µ˘ζ
λ
α
=−ζ¯tη˚α + iζtγµ˚ψαµ˚ − ζtη˘α + iζ¯tγµ˘ψαµ˘ (3.60)
Sous une rotation de parame`tre ωµν de la the´orie non tordue, les champs tordus se
transforment comme suit
δη˚α=
1
2
Ωµ˚ν˚σ˚ωµ˚ν˚ψσ˚α +
i
2
ωµ˚ν˘k
µ˚ν˘ η˚α
δψµ˚α=ωµ˚
ν˚ψν˚α − i
2
ωσ˚ρ˘k
σ˚ρ˘ψµ˚α − 1
2
Ωµ˚ν˚σ˚ω
ν˚σ˚η˚α
δη˘α=
1
2
Ωµ˘ν˘σ˘ωµ˘ν˘ψσ˘α − i
2
ωµ˚ν˘k
µ˚ν˘ η˘α
δψµ˘α=ωµ˘
ν˘ψν˘α +
i
2
ωσ˚ρ˘k
σ˚ρ˘ψµ˘α − 1
2
Ωµ˘ν˘σ˘ω
ν˘σ˘η˘α (3.61)
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On remarque que dans le cas ou` la rotation appartient a` SU(3), ces champs se trans-
forment de manie`re covariante.
En fonction des variables tordues, l’action s’e´crit∫
M
d6x
√
gTr
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
DµhD
µh− 1
2
DµφiD
µφi
+ 2ψαµ˚D
µ˚η˚α + ψ
α
µ˘D
µ˘η˘α + Ω
µ˚ν˚σ˚ψαµ˚Dν˚ψσ˚α + Ω
µ˘ν˘σ˘ψαµ˘Dν˘ψσ˘α
+
1
2
[h, φi][h, φ
i]− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj]
− η˘α[h, η˚α]− 2ψαµ˘ [h, ψµ˘α]− σi αβ η˘α[φi, η˚β]− 2σi αβψµ˘α[φi, ψµ˘β ]
)
(3.62)
Les transformations tordues de supersyme´trie consistent en quatre ope´rateurs scalaires
de´compose´s en deux doublets de SL(2,R) et deux ope´rateurs vectoriels qui forment des
doublet de SL(2,R). On ajoute deux champs auxiliaires t et Tµ de manie`re a` mettre en
involution la majeure partie de l’alge`bre. Les transformations sous l’action des ope´rateurs
scalaires sont donne´es par
s˚αAµ=2ψ
α
µ˚ s˘
αAµ=2ψ
α
µ˘
s˚αh= η˘α s˘αh=−η˚α
s˚αφi=−σiαβ η˘β s˘αφi=−σiαβ η˘β
s˚αη˘β =0 s˘
αη˚β =0
s˚αη˚β = δ
α
β
(
t+ gµ˚ν˘Fµ˚ν˘
)
+ σiβ
α
[h, φi] + σ
ij
β
α
[φi, φj]
s˘αη˘β = −δαβ
(
t+ gµ˚ν˘Fµ˚ν˘
)− σiβα[h, φi] + σijβα[φi, φj]
s˚αψµ˚β = δ
α
β
(
Tµ˚ − 12Ωµ˚ν˘σ˘Fν˘σ˘
)
s˘αψµ˘β =−δαβDµ˚h− σiβαDµ˚φi
s˚αψµ˘β = δ
α
βDµ˘h− σiβαDµ˘φi s˘αψµ˘β = δαβ
(
Tµ˘ − 12Ωµ˘ν˚σ˚Fν˚σ˚
)
s˚αTµ˚ = 0 s˘
αTµ˘ = 0
s˚αTµ˘ = 2Dµ˘η˚
α + 2Ωµ˘
ν˚σ˚Dν˚ψ
α
σ˚ + 2[h, ψ
α
µ˘ ] + 2σ
i αβ[φi, ψµ˘β]
s˘αTµ˚ = 2Dµ˚η˘
α + 2Ωµ˚
ν˘σ˘Dν˘ψ
α
σ˘ − 2[h, ψαµ˚ ] + 2σi αβ[φi, ψµ˚β]
s˚α = 2Dµ˚ψαµ˚ − [h, η˘α]− σi αβ[φi, η˘β]
s˘αt = −2Dµ˘ψαµ˘ − [h, η˚α] + σi αβ[φi, η˚β]
(3.63)
Ces ope´rateurs sont en involution. On peut les combiner en un seul doublet de SL(2,R)
d’ope´rateur re´els qui constituent les charges BRST de la the´orie tordue e´quilibre´e. La
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the´orie est invariante sous l’action d’une involution qui interchange les composantes de
type (0, p) et (p, 0) des champs, et attribue un signe moins aux champs h et t. Nous allons
dore´navant de´composer les champs en parties re´elles et imaginaires, plutoˆt qu’en parties
de type (0, p) et (p, 0).
sα ≡ s˚α + s˘α
ηα ≡ −η˚α − η˘α η¯α ≡ η˘α − η˚α
Ωµνσ ≡ Ωµ˚ν˚σ˚,Ωµ˘ν˘σ˘ Ωµνσ ≡ Ωµ˚ν˚σ˚,−Ωµ˘ν˘σ˘
V¯µ ≡ −ikµνVν (3.64)
Les seuls objets impairs sous l’involution sont h, t, η¯α et ik. L’action des charges scalaires
est donne´e par
sαAµ = 2ψ
α
µ s
αh = η¯α
sαφi = σi
αβηβ s
αηβ = −2σijβα[φi, φj]
sαη¯β = −2δαβ
(
t+
i
2
kµνFµν
)− 2σiβα[h, φi]
sαψµβ = δ
α
β
(
Tµ − 1
2
Ωµ
νσFνσ − D¯µh
)− σiβαDµφi
sαt = −2D¯µψαµ + [h, ηα]− σi αβ[φi, η¯β]
sαTµ = −Dµηα + D¯µη¯α + 2ΩµνσDνψασ − 2[h, ψ¯αµ ] + 2σi αβ[φi, ψµβ]
(3.65)
et ve´rifie s{αsβ} = σi αβδjauge(φi). On peut alors e´crire l’action de manie`re a` rendre expli-
cite sa re´alite´ sous l’action de l’involution∫
M
d6xTr
√
g
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
DµhD
µh− 1
2
DµφiD
µφi
− ψαµDµηα + ψαµD¯µη¯α + ΩµνσψαµDνψνα
+
1
2
[h, φi][h, φ
i]− 1
4
[φi, φj][φ
i, φj]
+
1
2
η¯α[h, ηα] +
1
4
σi αβ η¯α[φi, η¯β]− 1
4
σi αβηα[φi, ηβ]
− ψαµ [h, ψ¯µβ ]− σi αβψµα[φi, ψµβ ]
)
(3.66)
Cette action est bien entendue BRST-exacte, a` un terme topologique pre`s,
S = − i
2
∫
M
k∧Tr
(
F∧F
)
+ sαΨα
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avec
Ψα =
1
4
∫
M
d6x
√
gTr
(
1
2
ΩµνσψµαFνσ − i
4
η¯αk
µνFµν
+ ψµαD¯
µh+ σiα
β
ψµβD
µφi + ψµαT
µ +
1
2
η¯αt
− 1
2
σiα
β
η¯β[h, φi]− 1
2
σijα
β
ηβ[φi, φj]
)
ou` on utilise
− 1
2
∫
M
Tr
(
F ⋆ F
)
= − i
2
∫
M
k∧Tr
(
F∧F
)
− 1
8
∫
M
d6x
√
gTr
( (
Ωκ
µνΩκσρ + kµνkσρ
)
FµνFσρ
)
(3.67)
De la meˆme manie`re que dans le cas heptadimensionnel, le fermion de jauge s’e´crit comme
un terme BRST-exact Ψα = sαΩ
Ω =
1
8
∫
M
d6x
√
gTr
(
Ωµνσ
(
Aµ∂νAσ +
2
3
AµAνAσ
)
− 1
2
ihkµνFµν + th− ψαµψµα +
1
4
ηαηα
)
(3.68)
ou` encore une fois on n’a pas e´crit les termes faisant intervenir une connexion de fond
pour compenser une e´ventuelle seconde classe de Chern non nulle. La syme´trie vectorielle
se re´e´crit quand a` elle
sαµAν =−gµνηα − ikµν η¯α + 2Ωµνσψασ
sαµh=2ψ¯
α
µ s
α
µφi = 2σi
αβψµβ
sαµηβ = δ
α
β
(
Ωµ
νσFνσ + 2D¯µh− 2Tµ
)
+ 2σiβ
α
Dµφi
sαµη¯β = δ
α
β
(−ΩµνσFνσ + 2Dµh+ 2T¯µ)+ 2σiβαD¯µφi
sαµψνβ = δ
α
β
(
ikµνt+ Ωµν
σTσ − 1
2
kµνk
σρFσρ + 2F
(1,1)
µν + Ωµν
σ
Dσh
)
+σiβ
α
Ωµν
σDσφi − ikµνσiβα[h, φi]− gµνσijβα[φi, φj]
sαµt=Dµη¯
α − D¯µηα + 2ΩµνσDνψασ − 2[h, ψαµ ] + 2σi αβ[φi, ψ¯µβ]
sαµTν = ikµν
(
2ikσρDσψ
α
ρ − [h, ηα] + σi αβ[φi, η¯β]
)
−gµν
(
2gσρDσψ
α
ρ − [h, η¯α] + σi αβ[φi, ηβ]
)
+Ωµν
σ
(
Dση¯
α − D¯σηα + ΩσκλDκψαλ − 2[h, ψασ ] + 2σi αβ[φi, ψ¯σβ]
)
(3.69)
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L’anticommutateur de cette ope´rateur avec les charges scalaires est donne´ par
{sα, sβµ} = 4 εαβ
(
∂µ + δ
jauge(Aµ)
)
(3.70)
3.2.2 La the´orie tordue
On peut e´galement obtenir l’alge`bre « re´elle » de ces ope´rateurs (par rapport a` l’in-
volution de´finie dans la section pre´ce´dente), directement par re´duction dimensionnelle
de l’alge`bre d’ope´rateurs en sept dimensions. Dans ce cas on fera juste abstraction des
ope´rateurs scalaires obtenus par re´duction dimensionnelle des composantes tangentes
au cercle des syme´tries vectorielles. Ceux-ci correspondent aux parties imaginaires des
ope´rateurs scalaires apre`s re´duction dimensionnelle. On obtient dans ce cas les meˆme
ope´rateurs, modulo le changement de variable
Tµ → 1
2
Tµ +
1
2
Ωµ
νσFνσ + D¯µh
t → −1
2
t− i
2
kµνFµν
ηα, ψαµ , φi →
1
2
ηα,
1
2
ψαµ ,
1
2
φi (3.71)
Ce qui permet d’obtenir une alge`bre ne faisant intervenir la 2-forme de Ka¨hler et la 3-
forme holomorphe, qu’en tant qu’isomorphismes de repre´sentations entre, respectivement,
la repre´sentation scalaire et la repre´sentation vectorielle, et leurs e´quivalents dans la
de´composition de la repre´sentation des 2-formes sous SU(3), 15 = 8⊕1⊕6. Remarquons
que la de´composition subse´quente en 15 = 8⊕ 1⊕ 3⊕ 3 ne se fait que dans l’espace des
formes a` valeur complexe, alors que les syme´tries dont nous parlons sont correctement
de´finies sur l’espace des formes re´elles. On obtient deux multiplets irre´ductibles pour les
syme´tries scalaires, le multiplet re´el de Yang–Mills et un multiplet imaginaire pur de
matie`re.
sαA = ψα sαh = η¯α
sαψβ = δ
α
βT − σiβαdAψi sαη¯β = δαβ t+ σiβα[φi, h]
sαφi = σi
αβηβ s
αt = σi αβ[φi, η¯β] + [η
α, h]
sαηβ = −σijβα[φi, φj]
sαT = σi αβ[φi, ψβ] + dAη
α
(3.72)
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Ces ope´rateurs ve´rifient l’alge`bre
s{αsβ} = σi αβδjauge(φi) (3.73)
Les syme´tries vectorielles peuvent e´galement eˆtre obtenues par re´duction dimensionnelle,
mais notons qu’elles sont e´galement de´termine´es par l’alge`bre
{sα, δβ}=4 εαβ(Lκ + δjauge(iκA))
δ{αδβ}=σi αβδjauge(φi) (3.74)
La repre´sentation des ope´rateurs vectoriels est de´termine´e, modulo une renormalisation
multiplicative du multiplet imaginaire pur et une convention de signe sur la 3-forme
holomorphe.
δαA=
1
2
g(κ)ηα + g(κ¯)η¯α + iκ ⋆ Ω∧ψ
α
δαψβ = δ
α
β
(−g(κ¯)t+ iκ ⋆ Ω∧T + 4iκF )
+σiβ
α (
iκ ⋆ Ω∧dAφi + g(κ¯)[φi, h]
)− 1
2
σijβ
α
g(κ)[φi, φj]
δαφi=−2σiαβ iκψβ
δαηβ =−2 δαβ iκT + 2σiβα Lκφi
δαT =−2Lκψα − 2 iκ
(
dAψ
α + ⋆Ω∧dAη
α
)
+ 2g(κ¯)[h, ηα]
+σi αβ
( 1
2
g(κ)[φi, ηβ]− g(κ¯)[φi, η¯β]− iκ ⋆ Ω∧[φi, ψβ]
)
δαh= iκ¯ψ
α
δαη¯β = δ
α
β
(−iκ¯T + 4Lκh)− σiβαLκ¯φi
δαt=−4Lκη¯α − 2Lκ¯ηα − 2[h, iκψα]− σi αβ[φi, iκ¯ψβ] (3.75)
Afin de faire ces calculs dans le cadre de l’alge`bre exte´rieure, il est commode d’introduire
la formule
w1 =
(
g(κ)iκ − g(κ¯)iκ¯ − iκ ⋆ Ω∧iκ ⋆ Ω
)
w1 (3.76)
pour toute 1-forme w1. La syme´trie vectorielle correspond clairement a` la syme´trie en-
gendre´e par l’ante´ce´dent du tenseur e´nergie impulsion. Pour le voir, on doit modifier
celui-ci par un terme inessentiel, puisque se´pare´ment conserve´, a` savoir
Ωµν
σ∇σΥ (3.77)
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avec Υ de la forme
Υ=Tr
(
α
(
ηαηα +
2i
3
εijkφiφjφk
)
+ β
(
η¯αη¯α + 2th
))
= sαTr
(
−α
3
σiα
β
ηβφi + β η¯αh
)
(3.78)
Il est possible de contraindre la fixation de jauge par les syme´tries de la the´orie. Etant
donne´ que les ope´rateurs de supersyme´trie qu’on a de´finis ici sont tous re´els par rapport
a` l’involution de la the´orie, le fermion de jauge le plus ge´ne´ral ve´rifiant les syme´tries
vectorielles, se de´compose en une partie re´elle et une partie imaginaire. Les fermions
imaginaires correspondent aux ante´ce´dents de l’action par rapport aux ope´rateurs ima-
ginaires purs de la section pre´ce´dente.
sαΨα = s¯
αΨ¯α = s˚
αΨ˘α = s˘
αΨ˚α (3.79)
Il est donc ne´cessaire d’imposer en outre la re´alite´ de l’action.6 Pour imposer la syme´trie
vectorielle sur le fermion de jauge, il faut tenir compte du fait, qu’apre`s avoir choisi un
U(1) ⊂ SL(2,R) pour de´finir le nombre d’ombres, on impose seulement l’invariance
du fermion de jauge de nombre d’ombres −1 par rapport a` l’ope´rateur vectoriel du
meˆme nombre d’ombres. En terme des repre´sentations de SL(2,R), ceci correspond a`
la contrainte
δασiα
β
Ψβ = 0 (3.80)
Cette contrainte permet de de´terminer le fermion de jauge re´el de manie`re unique comme
e´tant celui obtenu par re´duction dimensionnelle
Ψα =
∫
M
Tr
(
Ω∧ψα∧F + iη¯α k∧ ⋆ F + ik∧ ⋆ ψα∧dAh+
1
4
σiα
β
ψβ ∧ ⋆ dAφi
+
1
4
ψα∧ ⋆ T +
1
4
⋆ η¯αt
+
1
4
σiα
β
⋆ η¯β[h, φi] +
1
16
σijα
β
⋆ ηβ[φi, φj]
)
(3.81)
Ce fermion de jauge est lui meˆme BRST-exact par rapport a` la charge scalaire orthogonale
Ω =
∫
M
Tr
(
−1
2
Ω∧
(
A∧dA+
2
3
A∧A∧A
)
+ ih k∧ ⋆ F
+
1
4
⋆ th+
1
8
ψα∧ ⋆ ψα +
1
32
⋆ ηαηα
)
(3.82)
6La condition de re´alite´ n’est pas en contradiction avec le fait que l’action bien de´finie en the´orie des
champs ne soit pas hermitienne, puisqu’il s’agit d’une condition de re´alite´ par rapport a` une involution
formelle sur les champs qui n’est pas lie´e a` l’hermiticite´.
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Cette fonctionnelle n’est de´finie que modulo le terme
∫
M
⋆Υ. Dans le cas ide´al ou` les
antifantoˆmes de la the´orie n’admettent pas de modes ze´ro, cette fonctionnelle peut eˆtre
interpre´te´e comme la fonction de Morse intervenant dans le calcul d’une extension de
la constante d’Euler au cas de l’espace des orbites de jauge. De manie`re ge´ne´rale, la
fonction de partition est donne´e par l’inte´grale sur l’espace de modules des orbites de jauge
autoduales de la classe d’Euler du fibre´ d’obstruction,7 qui ne co¨ıncide pas toujours avec le
fibre´ tangent [33]. Dans cette dernie`re publication, les auteurs ont pu calculer la fonction
de partition dans le cas d’un champ de jauge abe´lien sur des varie´te´s toriques Calabi–Yau.
Ils ont, entre autre, utilise´ des proprie´te´s de localisation propres au cas des fonds Ω de
N. Nekrasov [48, 49], que nous allons brie`vement discuter dans la section suivante. La
de´finition mathe´matique propose´e dans [27] de la ge´ne´ralisation de l’invariant de Casson
aux varie´te´s de Calabi–Yau hexadimensionnelles, formellement donne´e par la fonction
de partition de cette the´orie, a e´te´ e´tablie par R. Thomas [50]. Il de´montre l’invariance
par rapport aux diffe´omorphismes de cet invariant, et l’utilise pour distinguer diffe´rentes
structures diffe´rentielles sur une meˆme varie´te´ topologique. A la suite de [48, 49] et [50],
cet invariant a e´te´ conjecture´ comme e´tant e´quivalant a` l’invariant de Gromov–Witten
[51], et sa de´finition a e´te´ ge´ne´ralise´e au cas des varie´te´s Ka¨hler de premie`re classe de
Chern non nulle. Ce lien e´troit entre la the´orie de champ de type cohomologique en six
dimensions et la the´orie topologique des cordes sugge`re que la fonction de partition de la
the´orie en sept dimensions discute´e dans la section pre´ce´dente a un roˆle a` jouer dans la
the´orie M topologique [52].
3.2.3 Les fonds Ω en six dimensions
Les proprie´te´s de ces fonds sont de´ja` longuement explique´es dans la premie`re publi-
cation de l’auteur [A.1], et nous nous contenterons ici de donner quelques proprie´te´s. On
conside´rera le cas le plus ge´ne´ral, incluant quatre vecteurs de Killing commutant entre
eux sur l’espace de Calabi–Yau, meˆme si un seul suffit en pratique. On associe un vecteur
de Killing a` chaque scalaire de la the´orie, respectivement ς et υi a` h et φ
i. Suivant la
prescription propose´e dans la publication annexe´e A.1, on obtient l’action dans un fond
7Voir page 57.
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Ω comme suit∫
M
d6x
√
gTr
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
(
Dσh+ ςµFµ
σ
)(
Dσh+ ς
νFνσ
)
− 1
2
(
Dσφi + υ
µ
i Fµ
σ
)(
Dσφ
i + υiνFνσ
)
− i
2
(
λ /Dλ
)
+
1
2
(
[h, φi]−Lςφi + Lυih− iςiυiF
)(
[h, φi]−Lςφi + Lυih− iςiυiF
)
− 1
4
(
[φi, φj]−Lυiφj + Lυjφi − iυiiυjF
)(
[φi, φj]−Lυiφj + Lυjφi − iυiiυjF
)
+
1
2
(
λγ7
(
[h, λ]−Lςλ
))− 1
2
(
λτi
(
[φi, λ]−Lυiλ
)))
(3.83)
Cette action est laisse´e invariante par les supersyme´tries suivantes, tant que le spineur
constant associe´ est invariant par rapport aux isome´tries engendre´es par les vecteurs de
Killing ς et υi.
δAµ= −i(ǫγµλ)
δh = −(ǫγ7λ)− i
(
ǫ/ςλ
)
δφi = −(ǫτiλ)− i
(
ǫ/υiλ
)
δλ = /Fǫ− iγ7
(
/Dh+ upslopeiςF
)
ǫ− iτi
(
/Dφi + upslopeiυiF
)
ǫ
+τiγ7
(
[h, φi]−Lςφi + Lυih− iςiυiF
)
ǫ
+τij
(
[φi, φj]−Lυiφj + Lυjφi − iυiiυjF
)
ǫ
(3.84)
Les seules modifications de l’action et de l’alge`bre en pre´sence de ce fond, se re´duisent
aux substitutions suivantes.
δjauge(h) −→ δjauge(h− iςA)− Lς δjauge(φi) −→ δjauge(φi − iυiA)− Lυi (3.85)
Etant donne´ que ces modifications apparaissent comme exclusivement bosoniques, il est
relativement aise´ de se convaincre qu’elles commutent avec l’ope´ration de torsion. On
peut montrer que (
sαF)
Ω
= sαΩFΩ (3.86)
ou` l’indice Ω correspond a` la substitution (3.85), lorsque celle-ci est possible, c’est a`
dire quand les champs scalaires n’apparaissent que sous la forme de transformations de
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jauge. Ces fonds deviennent tout a` fait inte´ressants pour les proprie´te´s de localisation de
l’inte´grale fonctionnelle lorsque certaines des matrices Ωi et Ω
J , de´finies par
Ωi ab ≡ 1
2
(
dg(υi)
)
ab
ΩJab ≡
1
2
(
dg(ς)
)
ab
(3.87)
sont non de´ge´ne´re´es, alors que les matrices /Ωi et /Ω
J admettent un noyau commun non
trivial, de manie`re a` pre´server quelques supersyme´tries. Ces matrices sont choisies dans
un sous groupe abe´lien du tore maximal de SO(6) [48, 49]. On choisit ce tore tel que
T 3 ⊂ U(3) ⊂ SO(6), avec ς engendrant le sous groupe U(1) de U(3) ∼= U(1)×SU(3)
Z3
, et les υi
ge´ne´rant un tore maximal de SU(3). Ce choix est fait de manie`re a` pre´server la condition
de re´alite´ de l’action et de l’alge`bre. Afin de pre´server au minimum une supersyme´trie, on
doit choisir un tore maximal de SU(3). Mais il est possible de restaurer l’invariance dans
le cas incluant le facteur U(1) en ajoutant un terme a` l’action non tordue. En utilisant
i
8
kµνωµν
(
i/k + γ7
)
λα =
i
2
kµ˚ν˘ωµ˚ν˘
(
−η˚αζ + ψσ˚αiγσ˚ ζ¯ + η˘αζ¯ − ψσ˘αiγσ˘ζ
)
(3.88)
et (3.61), on calcule qu’une telle modification de l’action non tordue peut eˆtre obtenue
en substituant a` 1
4
(
λγ7/Ω
Jλ
)
, le terme
1
16
(
λγ7/Ω
Jλ
)
+
i
32
kµνΩJµν
(
λλ
)
(3.89)
3.3 Re´ductions dimensionnelles subse´quentes
Si on continue la proce´dure, on obtient en quatre dimensions la the´orie tordue de
Vafa et Witten [53]. On ne dira rien de plus ici, ce cas e´tant largement discute´ dans
la publication annexe´e A.2. On peut continuer la proce´dure jusqu’en trois puis en deux
dimensions [54].
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Chapitre 4
Travaux non publie´s et
interpre´tations
Les the´ories de type cohomologique sont souvent de´finies a` partir des the´ories super-
syme´triques, comme des sous secteurs de celles-ci. Tout au long de cette the`se nous avons
explore´ la possibilite´ de conside´rer au contraire, les the´ories supersyme´triques comme des
extensions des the´ories de type cohomologique. Nous allons discuter dans ce chapitre les
outils que l’on peut e´tendre au secteur non topologique des the´ories supersyme´triques,
et l’interpre´tation qu’on peut donner de l’alge`bre de supersyme´trie en l’incluant dans la
syme´trie topologique.
4.1 Champs d’ombre pour la supersyme´trie
De manie`re e´quivalente au cas des the´ories de type cohomologique, il est possible de
fixer la jauge tout en maintenant la supersyme´trie manifeste, sans introduire pour au-
tant un formalisme de superchamps. Ceci s’ave`re particulie`rement utile dans le cas de la
the´orie de Yang–Mills supersyme´trique avec le nombre N = 4 maximal de supercharges
en quatre dimensions. En effet, il n’existe pas de formalisme de superchamps dans ce
cas.1 Le formalisme que nous avons introduit pour la syme´trie vectorielle dans le second
chapitre, s’il permet d’e´crire une fixation de jauge manifestement supersyme´trique, reste
trop complique´ a` mettre en pratique. Il est ne´cessaire d’introduire autant de diffe´rentielles
que de charges de supersyme´trie et la mise en involution de celles-ci ne´cessite l’introduc-
1Meˆme s’il est possible de de´finir un superespace pour les champs de´finis modulo les e´quations du
mouvement.
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tion d’un champ d’ombre pour chaque produit antisyme´trique de ces diffe´rentielles ; le
nombre de champs a` introduire croit ainsi exponentiellement avec le nombre de charges
de supersyme´trie et le nombre de diagrammes a` calculer devient bien trop important.
Il est ne´anmoins possible de restreindre conside´rablement le nombre de champs, en in-
troduisant des parame`tres libres dans la fixation de jauge. Conside´rons pour illustrer ce
propos le cas plus simple d’une fixation de jauge ne pre´servant pas l’invariance de Lorentz,
telle que celle associe´e a` la jauge de Coulomb. On pourrait montrer que les observables
se transforment correctement sous les transformations de Lorentz, en introduisant un
vecteur constant κ, et la jauge
∂µAµ − κµ∂µκνAν (4.1)
qui reproduit la jauge de Coulomb lorsque κ = ∂0. En introduisant un fantoˆme constant
associe´ a` κ, on pourrait en effet montrer que les observables ne de´pendent pas de ce vec-
teur, si les fonctions de corre´lation conside´re´es e´taient des fonctions analytiques de celui-ci
[45]. Ce n’est en fait pas le cas, car les propagateurs des fantoˆmes de Faddeev–Popov sont
singuliers dans la limite κ→ ∂0. Il s’ave`re cependant que cette preuve peut eˆtre applique´e
dans le cas des the´ories supersyme´triques, pour lesquelles l’ensemble des propagateurs
et des interactions de la the´orie sont des fonctions analytiques des parame`tres de super-
syme´trie apparaissant dans la fixation de jauge [A.4].
De manie`re a` introduire une seule ombre c pour tous les ge´ne´rateurs de supersyme´trie,
on conside`re une fixation de jauge qui de´pend explicitement d’un spineur constant et pair
dans la repre´sentation voulue. La repre´sentation de la supersyme´trie par une diffe´rentielle
δSusy , de´pendant d’un parame`tre constant de supersyme´trie ǫ, invariant sous l’action de
celle-ci, de la forme2
δSusyAµ = i
(
ǫγµλ
)
δSusyφi = −(ǫτ iλ) δSusyλ = (/F + i /Dφ+ 1
2
[φ, φ]
)
ǫ (4.2)
peut eˆtre modifie´e en introduisant un ope´rateur Q, nilpotent modulo une de´rive´e de
Lie inessentielle sur les fonctionnelles des champs. Cet ope´rateur agit sur les champs
physiques comme Q ≡ δSusy − δjauge(c), et sur l’ombre c comme suit
Qc =
(
ǫ[φ− i /A]ǫ)− c 2 (4.3)
Ces transformations peuvent eˆtre de´duites de la de´finition de la courbure e´tendue
(d+Q+ ii(ǫγǫ))
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F − i(ǫγ1λ)+ (ǫ φ ǫ) (4.4)
2Ici φ ≡ φiτi, ou` les matrices τ i sont tout simplement absentes dans le cas N = 1, sont 1 et γ5 dans
le cas N = 2, et les matrices de Dirac en six dimensions pour N = 4. Le spineur λ est respectivement
un spineur de Majorana, SU(2)-Majorana, ou SU(4)-Majorana dans ces trois cas.
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et de son identite´ de Bianchi (γ1 ≡ γµdxµ).
4.1.1 Interpre´tation ge´ome´trique de l’ombre
Interpre´tons cette e´quation a` la lumie`re de ce que nous avons appris dans le cadre
des the´ories de type cohomologique. Les transformations de supersyme´trie sont de´finies
sur les observables physiques, et donc sur l’espace des orbites de jauge dans l’espace des
champs de la the´orie, B∗× · · · . On de´finit le vecteur impair S de TB∗× · · · , de´pendant
d’un spineur constant ǫ, dont la de´rive´e de Lie LS = [IS , δ] sur l’espace des orbites de jauge
est donne´e par l’action des ge´ne´rateurs de supersyme´trie selon le spineur ǫ. L’alge`bre de
supersyme´trie est de´crite a` l’aide du crochet de Lie de S avec lui meˆme, qui donne le
champs de vecteur de TB∗ × · · · ge´ne´rant les translations de M , 1
2
{S , S} = −i(ǫ /Pǫ).
On de´finit l’action des ge´ne´rateurs de supersyme´trie selon le spineur ǫ sur A ∗ × · · ·
comme la de´rive´e de Lie le long du rele`vement horizontal Sh de S sur TA ∗ × · · · par
rapport a` une connexion de A ∗ × · · · → B∗ × · · · . Sur l’espace des champs conside´re´, la
connexion la plus naturelle n’est pas la meˆme que dans le cas ou` on s’inte´resse seulement a`
l’espace des champs de jauge. La me´trique invariante sur l’espace des champs bosoniques
du multiplet vectoriel d’une the´orie supersyme´trique prend la forme
g[ δ1A⊕ δ1φi , δ2A⊕ δ2φi ] ≡
∫
Tr
(
δ1φ
i ⋆ δ2φi − δ1A ⋆ δ2A
)
(4.5)
Cette e´quation en fonction des composantes signifie que le produit scalaire de deux
vecteurs bosoniques de TA ∗ × · · · , de´finis formellement comme des fonctionnelles des
champs, line´aires en δA et δφi,
Fα[A, φ, δA, δφ] ≡
∫
d4xTr
(
Kµα [A, φ](x)δAµ(x) +K
i
α[A, φ](x)δφi(x)
)
(4.6)
est donne´ par
〈F1,F2〉 ≡
∫
d4xTr
(
gµνK
µ
1 [A, φ](x)K
ν
2 [A, φ](x) + δijK
i
1[A, φ](x)K
j
2 [A, φ](x)
)
(4.7)
La connexion sur A ∗× · · · → B∗× · · · de´finie a` partir de cette me´trique est donne´e par
le noyau de l’ope´rateur de TA ∗ × · · · dans Lie(G )
δA⊕ δφi → d∗AδA+ [φi, δφi] (4.8)
On de´finit GAφ comme l’inverse de l’ope´rateur d
∗
AdA + adφi adφi sur Lie(G ). La 1-forme
de connexion, correspondant a` la de´finition de l’espace horizontal via le noyau de (4.8),
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est −GAφ (d∗AδA+ [φi, δφi]). La variation horizontale correspondante de A⊕ φi s’e´crit
δhA⊕ δhφi = δA− dAGAφ
(
d∗AδA+ [φ
i, δφi]
)⊕ δφi− [φi, GAφ (d∗AδA+ [φj, δφj])] (4.9)
On peut calculer la courbure de A ∗ × · · · → B∗ × · · · de la meˆme manie`re que nous
l’avons fait dans le second chapitre, dans le cadre de la the´orie cohomologique. Celle-ci
est donne´e par la 2-forme de Λ•A ∗ × · · · a` valeur dans Lie(G )
GAφ
(
⋆[δhA, ⋆δhA]− [δhφi, δhφi]
)
(4.10)
L’alge`bre de supersyme´trie sur A ∗×· · · , de´finie par le rele`vement horizontal de l’alge`bre
de´finie sur B∗ × · · · , s’obtient en appliquant la formule (1.14)
LSh
2 = −Li(ǫ /Phǫ) − δjauge
( 1
2
ISh
2GAφ
(
⋆[δhA, ⋆δhA]− [δhφi, δhφi]
) )
= −Li(ǫγǫ) − δjauge
(
GAφ
(
⋆[δSusyA, ⋆δSusyA]− [δSusyφi, δSusyφi]
))
− δjauge
(
GAφ
(
d∗ALi(ǫγǫ)A+ [φi, Li(ǫγǫ)φi]
)
+ i(ǫ /Aǫ)
)
(4.11)
Par extension du cas des the´ories de type cohomologique, l’ope´rateurQ est le repre´sentant
alge´brique de la de´rive´e de Lie le long de S sur A ∗ × · · · , et l’ombre c, celui de la
composante de la connexion de A ∗ × · · · → B∗ × · · · le long de ce meˆme vecteur,
IS
(
−GAφ
(
d∗AδA+ [φ
i, δφi]
))
(4.12)
La de´finition de la courbure (4.4), et l’identite´
LS IS =
1
2
IS
2δ +
1
2
I{S ,S} − 1
2
δIS
2 (4.13)
permettent d’identifier formellement le terme Qc + c2 de (4.4) a`
1
2
IS
2GAφ
(
⋆[δhA, ⋆δhA]− [δhφi, δhφi]
)
+
1
2
Ii(ǫ /Pǫ)GAφ
(
d∗AδA+ [φ
i, δφi]
)
(4.14)
et ainsi le terme (ǫφǫ) a` l’e´le´ment de Lie(G )
GAφ
(
⋆[δSusyA, ⋆δSusyA]− [δSusyφi, δSusyφi] + d∗ALi(ǫγǫ)A+ [φi, Li(ǫγǫ)φi]
)
+ i(ǫ /Aǫ) (4.15)
qui de´termine la modification de l’alge`bre de supersyme´trie cause´e par le rele`vement
horizontal. Dans le cas ou` le spineur constant ve´rifie l’e´quation (ǫγµǫ) = 0,3 ce terme se
3Meˆme dans le cas de la supersyme´trie e´tendue, il n’existe de solutions non triviales a` cette e´quation
que dans un espace euclidien, l’analyticite´ de la fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une particule
irre´ductibles permet cependant de conside´rer ces solutions dans la the´orie de´finie dans un espace de
Minkowski.
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re´duit a` la composante de la courbure de A ∗×· · · → B∗×· · · le long du vecteur S . Cette
composante de la courbure s’ave`re constituer une obstruction topologique a` l’existence
d’anomalie chirale [A.4,A.5]. Dans le cas de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique
N = 1, il n’existe pas de solution non triviale a` l’e´quation (ǫγµǫ) = 0, et une anomalie
chirale peut eˆtre engendre´e, en fonction de la repre´sentation des champs de matie`re. Dans
ce cas, l’e´le´ment (4.15) prend la forme suivante en composante
−GA
[
(ǫγµλ), (ǫγµλ)
]
+ i(ǫγµǫ)
(
GAD
ν∂µAν − Aµ
)
= i(ǫγµǫ)GA
(
DνFµν − i(λγµλ)
)
(4.16)
qui est nul modulo les e´quations du mouvement. Ceci valide son identification a` (ǫφǫ)
qui est nul dans la cas N = 1, puisqu’il n’y a alors pas de scalaire dans le multiplet
vectoriel. Un calcul e´quivalant permet de montrer que le terme (4.15) est e´gal a` (ǫφǫ)
modulo les e´quations du mouvement dans les the´ories de Yang–Mills qui admettent des
supersyme´trie e´tendues, a` savoir
GAφ
(
⋆[δSusyA, ⋆δSusyA]− [δSusyφi, δSusyφi] + d∗ALi(ǫγǫ)A+ [φi, Li(ǫγǫ)φi]
)
+ i(ǫ /Aǫ)
=
(
ǫ φ ǫ
)
+ i(ǫγµǫ)GAφE
(A)
µ − (ǫτ iǫ)GAφE(φ)i (4.17)
4.1.2 Renormalisation alge´brique et ge´ome´trie
Dans la publication annexe´e A.4, la preuve de l’absence d’anomalie chirale dans les
the´ories de Yang–Mills admettant des supersyme´tries e´tendues, attribue celle-ci a` l’exis-
tence de l’e´le´ment non trivial de cohomologie de Q dans le complexe des fonctionnelles
locales invariantes de jauge∫
Tr
(
(ǫφǫ)F∧F − F∧(ǫγ1λ)∧(ǫγ1λ)
)
(4.18)
Dans le cas d’un spineur constant ve´rifiant (ǫγµǫ) = 0, ce cocycle peut eˆtre identifie´ a` la
composante de l’e´le´ment de cohomologie de de Rham sur B∗ de Donaldson–Witten
ch3(M) ≡ i
16π3
∫
Tr
(
F∧F GA ⋆ [δhA, ⋆δhA] + F∧δhA∧δhA
)
(4.19)
le long du vecteur S , a` savoir 1
2
IS
2ch3(M). Ici nous avons e´crit la courbure telle qu’elle est
de´finie dans le formalisme de Mathai–Quillen. Les invariants de Donaldson ne de´pendent
en fait pas du choix de la connexion, comme c’est le cas des classes caracte´ristiques en
ge´ne´ral. Cette inde´pendance est comprise du point de vue de la the´orie des champs de type
cohomologique du fait que les observables de la the´orie ne de´pendent pas de l’addition
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du terme Q-exact qui permet de passer de l’action de´finie dans le formalisme de Mathai–
Quillen a` l’action tordue de la the´orie supersyme´trique. C’est pourquoi ici, par souci de
simplicite´, nous avons pre´fe´re´ e´crire ces invariants en fonction de la courbure de´rive´e par
I. M. Singer. Si on admet que le noyau de IS est trivial dans l’ensemble des 2-formes sur
B∗ conside´re´, on peut montrer en utilisant (4.13) que l’existence d’un ante´ce´dent sous
LS de
1
2
IS
2ch3(M) impliquerait la trivialite´ de ch3(M) dans H2(B∗). La non trivialite´ de
la classe caracte´ristique (4.19) impose donc l’absence d’anomalie chirale dans les the´ories
supersyme´triques admettant un nombre e´tendu de ge´ne´rateurs de supersyme´trie.
On construit les supermultiplets d’ope´rateurs locaux a` partir d’ope´rateurs Oa qui
ne peuvent eˆtre obtenus par l’application d’un ge´ne´rateur de supersyme´trie a` d’autres
ope´rateurs locaux. L’ensemble des ope´rateurs engendre´s par application successive de
ge´ne´rateurs de supersyme´trie a` un ope´rateur donne´, constitue un multiplet de super-
syme´trie. En partant d’un ope´rateur ge´ne´rique dans une repre´sentation de Spin(3, 1) ×
SU(4), on obtient a` partir d’une composante, 24N ope´rateurs locaux. Les multiplets BPS
sont construits a` partir d’ope´rateurs invariants sous un certain nombre de ge´ne´rateurs
de supersyme´trie, et sont par conse´quents courts. C’est a` dire qu’on n’obtient a` partir
d’une composante d’un ope´rateur Oa qu’un nombre re´duit d’ope´rateurs locaux 2 (k−1)4Nk
dans un multiplet 1
k
BPS. On conjecture que la the´orie de Yang–Mills maximalement
supersyme´trique ve´rifie la syme´trie superconforme associe´e a` l’alge`bre psu(2, 2|4). Les
ope´rateurs BPS Oa(x) de cette the´orie sont en outre annule´s a` l’origine par les charges
de supersyme´trie spe´ciales (SαOa(0) = 0). Ces ope´rateurs jouent un roˆle similaire aux
ope´rateurs primaires en the´orie conforme, dans les the´ories ve´rifiant une syme´trie su-
perconforme, et on les appelle par analogie « ope´rateurs BPS primaires » , ou par-
fois par abus de langage « chiraux primaires » . Les ope´rateurs BPS sont dans des
repre´sentations courtes de l’alge`bre superconforme, et leur valeurs propres sous l’action
de l’ope´rateur dilatation sont de´termine´es alge´briquement en fonction des repre´sentations
de Spin(3, 1)×SU(4) auxquelles ils appartiennent. La repre´sentation des ope´rateurs sous
le groupe Spin(3, 1) × SU(4) n’est pas modifie´e par les corrections quantiques. Dans
le cas ou` un ope´rateur appartient a` une repre´sentation courte de psu(2, 2|4) dont les
repre´sentations de Spin(3, 1)× SU(4) ne peuvent s’inclure dans une repre´sentation plus
grande de psu(2, 2|4), la repre´sentation de cet ope´rateur ne peut eˆtre modifie´e par les cor-
rections quantiques, et sa valeur propre sous l’action de l’ope´rateur dilatation ne de´pend
pas de la constante de couplage. De tels ope´rateurs ont ainsi une dimension anormale
nulle non-perturbativement. C’est par exemple le cas des ope´rateurs ➼ BPS.
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Afin de ve´rifier la conjecture de l’invariance superconforme de la the´orie, nous avons
montre´ dans l’article annexe´ A.5 que la fonction β de la the´orie, ainsi que les dimen-
sions anormales des ope´rateurs locaux un-demi BPS primaires, sont nulles a` tous les
ordres de la the´orie des perturbations. Nous voudrions maintenant interpre´ter ce dernier
re´sultat ge´ome´triquement. Pour montrer l’annulation des dimensions anormales de ces
ope´rateurs locaux, on utilise dans [A.5] le fait que si on se restreint a` cinq ge´ne´rateurs
de supersyme´trie de telle sorte que l’alge`bre de supersyme´trie admet une repre´sentation
fonctionnelle locale et que les parame`tres de supersyme´trie associe´s ve´rifient (ǫγµǫ) = 0,
la de´composition des ope´rateurs, construits comme des polynoˆmes invariants Pn de
(ǫφǫ), engendre tous les ➼ BPS primaires. Des repre´sentations explicites de tels spineurs
constants peuvent eˆtre obtenues dans la formulation tordue de la the´orie [A.5]. A la
lumie`re de ce que nous venons de discuter, ces ope´rateurs peuvent eˆtres assimile´s a` la
composante d’e´le´ments de cohomologie de Donaldson–Witten le long du vecteur S associe´
a` ǫ.
Pn
(
ǫφǫ
) ∼ 1
(2n)!
IS
2nPn
(
GA ⋆ [δhA, ⋆δhA]
)
(4.20)
On peut en fait associer un ope´rateur appartenant au multiplet superconforme d’un
ope´rateur primaire donne´ a` chacune des applications de Donaldson de´rivant du polynoˆme
invariant associe´ via les e´quations de descente. La finitude des ope´rateurs un-demi BPS
primaires est attribue´e dans [A.5] au fait que ceux-ci sont les Q variations d’ope´rateurs
faisant intervenir le champ d’ombre, qui sont eux meˆmes prote´ge´s par des identite´s de
Ward dites fantoˆmes, dans la jauge de Landau. Cette proprie´te´ est directement relie´
au fait que les classes caracte´ristiques auxquelles ils sont attache´s sont localement δ-
exactes dans l’espace des orbites, via la formule de Chern–Simons. Leur finitude est donc
intimement lie´ a` leur caracte`re topologique.
On note cependant que, malgre´ les interpre´tations ge´ome´triques propose´es dans cette
section, l’ombre c se localise formellement dans l’inte´grale fonctionnelle sur un ope´rateur
qui ne correspond pas a` une connexion de A ∗ × · · · → B∗ × · · · , mais a` une connexion
permettant de de´finir Q comme une variation pre´servant la condition de jauge [A.4].
On suppose cependant, par extension du cas des the´ories de type cohomologique, que le
mode`le alge´brique BRST reste valable en dehors du secteur topologique, pour de´crire les
objets basiques telles que les classes caracte´ristiques associe´es a` la courbure.
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4.2 La supergravite´ tordue
Dans le premier article d’E. Witten sur les the´ories topologiques [10], celui-ci expose la
possibilite´ que la cre´ation d’un univers puisse eˆtre mode´lise´e par une transition de phase
dans une the´orie topologique de cordes. Cette hypothe`se sugge`re que la construction d’une
the´orie topologique de la gravite´ puisse eˆtre d’un grand inte´reˆt physique. Une proce´dure
de torsion de la the´orie de supergravite´N = 2 en quatre dimensions a e´te´ propose´e en [55],
ainsi qu’une proposition de de´finition d’une the´orie topologique de la gravite´ en quatre
dimensions. L’action invariante de la the´orie a e´te´ tordue en [56]. Les auteurs y montrent
que cette action tordue peut s’e´crire comme la variation d’un ante´ce´dent par rapport a`
une charge topologique scalaire modulo les e´quations du mouvement, ainsi que quelques
autres proprie´te´s de la the´orie tordue annonce´es en [55]. L’analyse reste ne´anmoins tre`s
incomple`te, puisque l’action e´quivariante du point de vue de la the´orie topologique inclut
la fixation de jauge de la supersyme´trie locale, qui doit, pour ce faire, eˆtre invariante
par rapport aux diffe´omorphismes, les rotations locales tordues et les transformations de
jauge abe´liennes associe´es au graviphoton.
4.2.1 Formulation de la supergravite´ N = 2 jauge´e sous SU(2)
Nous allons tout d’abord e´tendre les travaux de [56] au cas d’une repre´sentation fonc-
tionnelle locale de l’alge`bre de supersyme´trie locale. Pour ce faire on utilise la version
euclidienne d’une formulation fonctionnelle propose´e par B. de Wit en [57], ou` celui-
ci utilise sa de´finition du supermultiplet de super-Poincare´ a` partir de supermultiplets
superconformes [58] pour introduire une syme´trie SU(2) interne locale supple´mentaire.
Cette syme´trie est en quelque sorte factice, dans le sens ou` la connexion associe´e n’est
pas dynamique ; le champ dynamique pertinent est au contraire un e´le´ment des trans-
formations de jauge de ce SU(2), qui compense tre`s exactement les degre´s de liberte´
longitudinaux manquants de la connexion. Cette formulation fonctionnelle est obtenue a`
partir du multiplet de super-Poincare´ de´rive´ du multiplet superconforme non line´aire. Elle
a e´te´ introduite par B. de Wit, entre autres, afin de simplifier l’alge`bre de supersyme´trie
locale.
Les champs dynamiques de la the´orie de supergravite´ N = 2 dans l’euclidien sont,
le graviton repre´sente´ par les te´trades ea, le graviphoton repre´sente´ par la connexion
abe´lienne A et les gravitinos repre´sente´s par la 1-forme spineur de SU(2)-Majorana ψ.
Les champs auxiliaires de ce multiplet fonctionnelle (commune´ment appele´ multiplet
hors couche de masse par abus de langage) sont un scalaire M , un vecteur Va, un tenseur
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antisyme´trique tab, un pseudo-vecteur
⋆
V a et un pseudo-scalaire
⋆
M , ainsi qu’un scalaire
S et une 1-forme B a` valeur dans su(2) (dont on note les ge´ne´rateurs τi et au besoin
ces champs Siτi et B
iτi), et enfin deux fermions spineurs de SU(2)-Majorana λ et χ.
L’introduction d’un champ scalaire u a` valeur dans SU(2) permet de rendre locale la
syme´trie globale SU(2), en agissant a` gauche sur les repre´sentations globales de SU(2)
comme le feraient des triades [57]. Mathe´matiquement, le champ u de´finit une section
globale d’un fibre´ principal trivial de groupe de structure SU(2), qui permet de faire
correspondre aux champs de la the´orie, fonctions dans des repre´sentations line´aires de
SU(2), des sections de fibre´s associe´s a` ce fibre´ principal sur lesquels le groupe des
automorphismes verticaux agit naturellement. Tous les champs de la the´orie a` valeur dans
une repre´sentation de SU(2) sont ainsi conside´re´s comme e´tant dans la repre´sentation
locale correspondante, et la 1-forme B comme une connexion sur ce meˆme fibre´ principal.
Avant d’e´crire explicitement l’action de la supersyme´trie locale sur les champs, on
introduit les fonctions des champs suivantes, a` valeur dans l’alge`bre de Clifford corres-
pondant a` la repre´sentation de SU(2)-Majorana
Ta≡ Fˆ−5ab γb + ⋆5tabγb + Sγa + γ5γab
⋆ b
V
Rab≡−Fˆ+5ab + ⋆5tab + 2γabS + 12εabcd γc
⋆ d
V
G
i≡ /tτ i + 2Si − τ iγ5/
⋆
V (4.21)
Ces objets peuvent en fait eˆtre interpre´te´s ge´ome´triquement comme des composantes de
la super-torsion et de la super-courbure en super-espace [59]. L’ope´rateur ⋆5 est de´fini
comme la composition de l’ope´rateur e´toile de Hodge et de la multiplication matricielle
par γ5 ; les exposants ±5 de´notent les projections de la 2-forme a` valeur dans l’alge`bre de
Clifford associe´e, sur les valeurs propres correspondantes de ⋆5. Le fait que l’ope´rateur
e´toile de Hodge apparaisse toujours associe´ a` la matrice γ5 exprime la chiralite´ du mode`le.
Les transformations de supersyme´trie locale, de parame`tre un spineur pair ǫ, s’e´crivent
δS(ǫ)ea=
(
ǫγaψ
)
δS(ǫ)A=
(
ǫψ
)
δS(ǫ)ψ= dω+Bǫ− eaTaǫ
δS(ǫ)ωab= e
c
(
ǫ[γ[aρˆb]c − 12γcρˆab]
)
+ 2
(
ǫRabψ
)
δS(ǫ)Bi= 1
2
ea
(
ǫτ i[γaχ+ γ5γ
b ⋆ ρˆab]
)
+
(
ǫGiψ
)
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δS(ǫ)tab=
(
ǫγab[χ+ /ˆρ]
)− (ǫρˆ+5ab )
δS(ǫ)Si= 1
2
(
ǫτ i[χ+ /ˆρ]
)
δS(ǫ)
⋆
V a=−
(
ǫγ5γa[χ+ /ˆρ]
)
+ 1
2
(
ǫγb ⋆ ρˆab
)
δS(ǫ)u=
(
ǫτ iλ
)
τiu
δS(ǫ)λ= 1
2
[
M + γ5
⋆
M + /V
]
ǫ− 1
2
[
u /ˆDu−1 + /t+ 2S − γ5/
⋆
V
]
ǫ+
[(
ǫλ
)
+
(
ǫτ iλ
)
τi
]
λ
δS(ǫ)M =
(
ǫ
[
/ˆDλ− 1
2
χ+Nλ
])
δS(ǫ)
⋆
M =−(ǫγ5[ /ˆDλ− 12χ+Nλ])
δS(ǫ)Va=−
(
ǫγa
[
/ˆDλ− 1
2
χ+Nλ
])
+
(
ǫDˆaλ
)
+
(
λ Taǫ
)
(4.22)
δS(ǫ)χ= /ˆGǫ− /ˆD[/t+ 2S − γ5/⋆V ]ǫ+ [DˆaV a + DˆauDˆau−1]ǫ
−2(λ[ /ˆDλ− χ− 1
2
/ˆρ+Nλ
])
ǫ+
[
M2 −
⋆ 2
M − VaV a +
⋆
V a
⋆ a
V − 8SiSi
]
ǫ
+
[
/t
(
/ˆF − /t)− 2(Fˆ − t)ab ⋆5 tab − 2(/ˆF + /t− 2γ5/⋆V )S + 2(/ˆF − /t)γ5/⋆V ]ǫ
ou` Da est la de´rive´e covariante par rapport aux transformations de Lorentz locales ainsi
que par rapport aux transformations de jauge associe´es aux groupes U(1) et SU(2).
L’addition d’un accent circonflexe signifie que la de´rive´e ou la courbure conside´re´e est de
plus supercovariantise´e, c’est a` dire qu’on a ajoute´ un terme de´pendant des gravitinos
de manie`re a` ce que la variation de l’objet ainsi obtenu sous l’action de la supersyme´trie
locale ne fasse pas intervenir les de´rive´es du parame`tre de supersyme´trie. Les gravitinos
sont les champs de jauge associe´s a` la supersyme´trie locale. La diffe´rentielle supercova-
riantise´e d’un champ s’e´crit
dˆω+A+B ≡ dω+A+B + δS(ψ) (4.23)
et les courbures supercovariantise´es sont
Tˆ ≡ dωea + 12
(
ψγaψ
)
Fˆ ≡ dA+ 1
2
(
ψψ
)
ρˆ≡ dω+Bψ − eaTaψ
Rˆab≡ dωωab + ec
(
ψ[γ[aρˆb]c − 12γcρˆab]
)
+
(
ψRabψ
)
Gˆi≡ dBBi + 12ea
(
ψτ i[γaχ+ γ5γ
b ⋆ ρˆab]
)
+ 1
2
(
ψGiψ
)
(4.24)
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On a en outre de´fini la fonction des champs a` valeur dans l’alge`bre de Clifford
N ≡ u /ˆDu−1 + /ˆF − /t+ 1
2
γ5/
⋆
V +M − γ5
⋆
M − /V (4.25)
afin d’alle´ger les notations.
On peut ve´rifier la cohe´rence de l’alge`bre de supersyme´trie locale ainsi de´finie
δS(ǫ)
2
= Lˆ 1
2 (ǫ¯γǫ)
− δL(ǫ¯Rǫ)− δU(1)( 1
2
ǫ¯ǫ)− δSU(2)( 1
2
ǫ¯Gǫ) (4.26)
ou` Lˆ 1
2 (ǫ¯γǫ)
est la de´rive´e de Lie covariante par rapport a` toutes les syme´tries locales
de la the´orie, y compris la supersyme´trie. On donnera seulement ici quelque e´tapes in-
terme´diaires.
δS(ǫ)Fˆab=−
(
ǫρˆab
)
δS(ǫ)ρˆab=−
(
1
2
Rˆ cdab γcd + Gˆab − 2Dˆ[aTb] + [Ta,Tb]
)
ǫ
δS(ǫ)uDˆau
−1=
(
ǫτ iλ
)
[τi, uDˆau
−1]− (ǫτ iDˆaλ)τi + (λτ iTaǫ)τi + 12(ǫτ i[γaχ+ γ5γb ⋆ ρˆab])τi
δS(ǫ)Dˆaλ= Dˆaδ
S(ǫ)λ− δS(Dˆaǫ)λ− 12
(
ǫ[γbρˆca − 12γaρˆbc]
)
γbcλ− 1
2
(
ǫτ i[γa + γ5γ
b ⋆ ρˆab]
)
τiλ
δS(ǫ)
(
/ˆDλ− 1
2
χ+Nλ
)
= 1
2
/ˆD[M + γ5
⋆
M + /V ]ǫ− 1
2
Dˆa
(
V a + uDˆau−1
)
ǫ
+
(
λτ i[ /ˆDλ− χ− 1
2
/ˆρ ]
)
τiǫ+ 12
(
λρˆab
)
γabǫ
+M
(
/ˆF + S
)
ǫ− γ5
⋆
M
(
/t+ S
)
ǫ+ V auDˆau
−1ǫ (4.27)
Si nous avons e´crit les te´trades et la connexion de spin comme des champs inde´pendants,
l’alge`bre n’est en fait cohe´rente que modulo la nullite´ de la torsion supercovariantise´e qui
de´termine la connexion de spin en fonction des te´trades et des gravitinos.
L’invariance par rapport aux diffe´omorphismes, a` l’ensemble des syme´tries de jauge et
de Lorentz local, ainsi que par rapport a` la supersyme´trie locale, de´termine une extension
unique de l’action d’Einstein–Hilbert, qui prend la forme suivante
∫
M
(
1
8
εabcd e
a
∧e
b
∧R
cd +
1
2
(
ψ ∧γ5e
aγa∧ρ
)
+
1
2
Fˆ∧⋆Fˆ +
1
4
(
ψ ∧γ5ψ
)
∧
(
F + Fˆ
)
+
1
2
(
ψ ∧γ5e
aγa∧udBu
−1
∧ψ
)
+ ea∧e
b
∧
((
ψγ5γabλ
)
∧
(
λψ
)− (ψτ iγ5γabλ)∧(λτiψ))
)
+
∫
M
e d4x
((
M2 −
⋆ 2
M − VaV a + Tr DˆauDˆau−1 − 12tabtab − 2SiSi − 12
⋆
V a
⋆ a
V
)
− 2
(
λ
[
/Dλ− χ+Nλ+ γa(u /ˆDu−1 + /t+ 2S − γ5/
⋆
V )ψa − (V a + uDˆau−1)ψa
]))
(4.28)
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Si cette action est bien invariante par rapport a` la supersyme´trie locale, ce re´sultat
n’est pas trivial et il est tre`s difficile de de´terminer l’action la plus ge´ne´rale a` tous les
ordres dans ce formalisme. Le formalisme de super-espace harmonique permet de re´soudre
partiellement ce proble`me, mais sa grande complexite´ obscurcit profonde´ment la the´orie.
La quantification de la the´orie via une formulation inte´grale fonctionnelle ne´cessite
de conside´rer la fixation de jauge des syme´tries locales de la the´orie. Il est difficile d’in-
terpre´ter cette fixation de jauge ge´ome´triquement comme dans le cas des the´ories de
Yang–Mills. Tout d’abord parce que le groupe des diffe´omorphismes n’est pas un groupe
de Lie de dimension infinie, dans le sens ou` il n’est pas localement diffe´omorphe a` l’alge`bre
de Lie correspondante des champs de vecteurs sur la varie´te´ [38]. L’alge`bre de super-
syme´trie locale ne correspond quand a` elle meˆme pas a` un groupe de dimension infinie
bien de´fini. On peut ne´anmoins de´finir un ope´rateur BRST qui tient compte de toutes
ces syme´tries de jauge. Il est ne´cessaire d’introduire un fantoˆme associe´ a` chaque inva-
riance de jauge de la the´orie. On de´finit ainsi le fantoˆme des diffe´omorphismes comme un
champ de vecteur impair ξ, celui associe´ aux transformations de Lorentz locales comme
un tenseur antisyme´trique Ωab, deux fantoˆmes de Faddeev–Popov c et C respectivement
associe´s aux syme´tries de jauge U(1) et SU(2), ainsi qu’un spineur de SU(2)-Majorana
pair ǫ pour la supersyme´trie locale. On peut obtenir de manie`re canonique les trans-
formations BRST des champs a` partir d’une condition d’horizontalite´ sur les courbures
supercovariantise´es. On de´finit pour ce faire les connexions e´tendues comme les sommes
formelles des connexions et de leurs fantoˆmes associe´s. Les te´trades e´tendues sont quand
a` elles de´finies comme eiξea = ea + iξe
a [60]. Les conditions d’horizontalite´ s’e´crivent
comme suit
(d+ s)ω+Ω e
iξea + 1
2
(
[ψ + ǫ]γa[ψ + ǫ]
)
= eiξ Tˆ
(d+ s)
(
A+ c
)
+ 1
2
(
[ψ + ǫ][ψ + ǫ]
)
= eiξ Fˆ
(d+ s)ω+Ω+B+C
(
ψ + ǫ
)− eiξeaTa(ψ + ǫ) = eiξ ρˆ (4.29)
(d+ s)ω+Ω
(
ωab + Ω
)
+ eiξ ec
(
[ψ + ǫ][γ[aρˆb]c − 12γcρˆab]
)
+
(
[ψ + ǫ]Rab[ψ + ǫ]
)
= eiξRˆab
dB+C
(
Bi + Ci
)
+ 1
2
eiξea
(
[ψ + ǫ]τ i[γaχ+ γ5γ
b ⋆ ρˆab]
)
+ 1
2
(
[ψ + ǫ]Gi[ψ + ǫ]
)
= eiξGˆi
On peut cependant simplifier la repre´sentation de l’ope´rateur BRST en rede´finissant
la diffe´rentielle e´tendue d+ s de manie`re a` absorber les exponentielles de la contraction
par rapport au fantoˆmes ξ [60]. Afin de de´terminer ces transformations sur une ge´ome´trie
topologiquement non triviale, on de´finit les e´quations d’horizontalite´ sur le fibre´ principal
de groupe de structure SO(4) × U(1) × SU(2) sur la varie´te´. Le vecteur ξ est quand a`
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lui de´fini comme le rele`vement horizontal du vecteur correspondant sur M , par rapport
a` une connexion de fond ω˚ + A˚ sur ce fibre´ (annexe A.1). Il devient ensuite naturel de
rede´finir les fantoˆmes comme suit
Ω− iξ(ω − ω˚)→ Ω ǫ− iξψ → ǫ
c− iξ(A− A˚)→ c C − iξB → C (4.30)
La nouvelle diffe´rentielle e´tendue est quand a` elle
e−iξh (d+ s)eiξh = d+ s− Lξh − i 1
2
(ǫ¯γǫ)h + irv (4.31)
ou` r est l’e´le´ment 1
2
iξ
2
(
R˚ + F˚
)
de l’alge`bre de Lie so(4)⊕u(1) qui apparaˆıt via la formule
(1.14). Les transformations BRST des champs physiques sont ainsi de´finies comme
s = L˚ξ − δL(Ω)− δU(1)(c)− δSU(2)(C)− δS(ǫ) (4.32)
et celles des fantoˆmes
sξ= 1
2
{ξ, ξ} − 1
2
(
ǫγǫ
)
sΩ= L˚ξΩ− Ω2 −
(
ǫRǫ
)
+ i 1
2
(ǫ¯γǫ)(ω − ω˚)− 12iξ2R˚
sc= L˚ξc− 12
(
ǫǫ
)
+ i 1
2
(ǫ¯γǫ)(A− A˚)− 12iξ2F˚
sC = L˚ξC − C2 − 12
(
ǫGǫ
)
+ i 1
2
(ǫ¯γǫ)B
sǫ= L˚ξǫ− 12/Ωǫ− Cǫ+ i 1
2
(ǫ¯γǫ)ψ (4.33)
Les identite´s de Bianchi associe´es aux courbures supercovariantise´es e´tendues permettent
de de´terminer la transformation BRST des courbures supercovariantise´es. On a entre
autre
(d+ s− L˚ξ − i 1
2 (ǫ¯γǫ)
)Fˆ =
(
(ψ + ǫ)ρˆ
)− i 1
2((ψ+ǫ)γ(ψ+ǫ))
Fˆ (4.34)(
d+ s− L˚ξ − i 1
2
(ǫ¯γǫ) +
1
2
(/ω + /Ω) +B + C
)
ρˆ
=
[
1
2
/ˆR + Gˆ− ˆdω+BT+ T2
](
ψ + ǫ
)
+ Tρˆ− i 1
2((ψ+ǫ)γ(ψ+ǫ))
ρˆ
ou` T est la 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Clifford eaTa. La formulation ordinaire de
la supergravite´ sans syme´trie locale SU(2) est obtenue en fixant de jauge la section u a`
l’unite´. Cette contrainte brise la supersyme´trie locale et l’invariance de jauge SU(2) a` un
sous ensemble de transformations qui laissent le champ u invariant
(
δS(ǫ)− δSU(2)(ǫ¯τλ))u = 0 (4.35)
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et qui ve´rifient l’alge`bre
(
δS(ǫ)− δSU(2)(ǫ¯τλ))2 =
L 1
2
ǫ¯γǫ − δL(ǫ¯Rǫ− i 1
2
ǫ¯γǫω)− δU(1)( 12 ǫ¯ǫ− i 1
2
ǫ¯γǫA)
+
(
δS(i 1
2
ǫ¯γǫψ)− δSU(2)(i 1
2
ǫ¯γǫψ¯τλ)
)
+ δSU(2)(i 1
2
ǫ¯γǫudu
−1) (4.36)
Les transformations de supersyme´trie locale dans cette jauge sont alors donne´es par
δ′S(ǫ) ≡ (δS(ǫ)− δSU(2)(ǫ¯τλ)) (4.37)
et ve´rifient l’alge`bre de supersyme´trie ordinaire [58]
δ′S(ǫ)
2
= Lˆ ′1
2 (ǫ¯γǫ)
− δL(ǫ¯Rǫ)− δU(1)( 1
2
ǫ¯ǫ) (4.38)
ou` la diffe´rentielle Lˆ ′1
2 (ǫ¯γǫ)
de´note la de´rive´e de Lie covariante par rapport a` Lorentz local
et l’invariance de jauge U(1), supercovariantise´e par rapport a` la supersyme´trie locale
δ′S . On note que la 1-forme B est alors un champ de vecteur ordinaire, et n’apparaˆıt dans
l’action qu’a` travers le terme −BaBa. L’invariance globale SU(2) reste ne´anmoins une
syme´trie de la the´orie.
4.2.2 L’ope´ration de torsion en espace courbe
Afin de de´finir une ope´ration de torsion on va laisser la section u libre. Nous avons
de´fini jusqu’ici la connexion de spin de telle sorte que la torsion supercovariantise´e soit
nulle. Dans le cadre de la the´orie tordue, il est pre´fe´rable de conside´rer la solution de
torsion nulle. La connexion de spin de la section pre´ce´dente s’e´crira dore´navant ω +∆ω
ou` ∆ω constitue la composante quadratique dans les gravitinos. L’ope´ration de torsion
de´finie dans [55] ne s’applique que dans le cas de configurations classiques ou` la connexion
de spin est autoduale ωab− = 0. L’introduction de la section u permet d’e´tendre cette
de´finition au secteur topologique des ge´ome´tries dont la composante anti-autoduale du
fibre´ des repe`res est triviale (ω˚ab− = 0)
− 1
8π2
∫
M
Rab
−
∧Rab− = 0 (4.39)
Ce secteur de l’espace des orbites sous diffe´omorphisme des me´triques n’est pas connecte´
aux autres. Ainsi la composante anti-autoduale de la connexion de spin de´finit une
connexion sur le fibre´ principal trivial SU(2), et on peut de´finir la diffe´rentielle cova-
riante tordue comme
dω ≡ d+ δL(ω) + δSU(2)(ω−) (4.40)
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qui annule un spineur ζ. Ce spineur constant va permettre de de´finir l’ope´ration de
torsion. On lui attribue un nombre d’ombres 1. Les spineurs de SU(2)-Majorana se
de´composent selon ce spineur dans des repre´sentations irre´ductibles du groupe des rota-
tions tordues.
ψ → ψ, ψab− , ψa
λ→ λ, λab− , λa χ→ χ, χab− , χa (4.41)
On inclut dans ces rede´finitions des facteurs 1
(ζζ)
de telle sorte que ψa, λ, λab et χ
a
soient de nombre d’ombres 1 et toutes les autres composantes de nombre d’ombres −1.
On rede´finit e´galement les champs a` valeurs dans su(2) en fonction de repre´sentations
irre´ductibles du groupe des rotations tordues comme suit
udu−1 → ςab− B − udu−1 → Bab− S → Sab− (4.42)
On note que contrairement a` B, Bab est une 1-forme tensorielle. La courbure superco-
variantise´e en fonction des variables tordues du graviphoton renormalise´ 1
(ζζ)
A→ A fait
intervenir explicitement (ζζ),
1
(ζζ)
Fˆ = dA+
1
2
(
ψψ + ψabψab
)
+
1
2(ζζ)2
ψaψ
a (4.43)
ce qui est a` la l’origine de la brisure du nombre de fantoˆmes modulo 4 discute´e en [55].
On de´finit la charge scalaire δ ≡ δS(ζ), dont le carre´ donne une rotation locale tordue de
parame`tre −φ, avec
φab ≡ (ζζ)
(−Fˆ+ + ⋆ t+ S)
ab
(4.44)
auquel on ajoute la de´finition
φ¯ab ≡ − 1
2(ζζ)
(
Fˆ+ + ⋆ t− S)
ab
(4.45)
L’action de δ sur les quelques champs suivants
δea = ψa δA = ψ
δψa = −φabeb δψ = 0
δφab = 0
δψab = 12(ω
− − ς +∆ω− −B)ab − e[a
⋆
V b]−
δφ¯ab = χab − (ρˆ)+ab (4.46)
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sugge`re une interpre´tation de cette diffe´rentielle comme la diffe´rentielle e´quivariante par
rapport aux rotations locales d’un mode`le de Cartan. C’est en fait la version de´finie
modulo les e´quations du mouvement de cet ope´rateur qui est interpre´te´e comme la
diffe´rentielle de Cartan de la gravite´ topologique dans [56]. Ici (ρˆ)+ab est la projection
de la courbure supercovariantise´e des gravitinos, ρˆ, sur le spineur constant ζ et sur sa
composante autoduale de l’espace tangent a` l’aide des te´trades. Les te´trades de´finissent
les coordonne´es sur l’espace conside´re´ dans le mode`le de Cartan, ψa leurs fantoˆmes topo-
logiques et φ le fantoˆme de fantoˆme topologique associe´ au groupe des rotations locales
tordues. Les champs ψab et Bab de´finissent respectivement l’antifantoˆme topologique et
le multiplicateur de Lagrange associe´s a` la contrainte autoduale. Les champs A, ψ, φ¯ab
et χab constituent quand a` eux des doublets triviaux, dont l’interpre´tation ne´cessite la
conside´ration du groupe d’invariance complet incluant les diffe´omorphismes et les trans-
formations de jauge abe´liennes.
Il manque clairement la ge´ne´ration d’une de´rive´e de Lie selon un champ de vecteur ϕ
pour pouvoir interpre´ter cette ope´rateur comme la diffe´rentielle d’un mode`le de Cartan
pour le groupe produit des groupes des rotations locales et des diffe´omorphismes. On
peut ne´anmoins e´crire l’action invariante (4.28) dans sa forme tordue comme un terme δ-
exact. Nous n’allons pas e´crire ici l’action tordue e´tant donne´ que celle-ci est relativement
complique´e et que son interpre´tation est encore tre`s incomple`te. Mais nous allons en
revanche discuter la re´e´criture de l’action d’Einstein–Hilbert propose´e dans [55] dans
une forme invariante sous rotation locale tordue. Si la composante anti-autoduale de la
connexion de spin n’est pas une forme tensorielle, c’est le cas en revanche de ω− − ς,
en tant que diffe´rence de deux connexions sur un fibre´ principal SU(2) trivial. De plus
ς de´finit une forme de Maurer–Cartan et est par conse´quent de courbure nulle. On en
de´duit que l’action d’Einstein–Hilbert peut se re´e´crire, modulo l’e´quation de torsion nulle
1
8
∫
M
εabcd e
a
∧e
b
∧R
cd = −1
2
∫
M
R−ab∧e
a
∧e
b
=
1
2
∫
M
(ω− − ς)ab∧eb∧(ω− − ς)ac ∧ec −
1
2
∫
∂M
(ω− − ς)ab ∧ea∧eb (4.47)
Dans le cas compact, le second terme disparaˆıt trivialement. Ceci de´finit bien la contrainte
souhaite´e dans le cadre d’une the´orie topologique, c’est a` dire qu’on impose que la cour-
bure soit autoduale et pas ne´cessairement que la connexion associe´e le soit. L’action in-
variante s’e´crit alors comme la somme du terme de bord ci-dessus et d’un terme δ-exact,
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dont l’ante´ce´dent est la fonctionnelle suivante
Ψ =
∫
M
(
ψac ∧e
c
∧(ω
− − ς −B)ab∧ec − ea∧ψa ∧dA
+
1
4(ζζ)
ec∧ψc ∧(Fˆ
+ − 3 ⋆ t− 2t+ 3S)ab ea∧eb − ψab ∧ea∧ eb∧
⋆
V ce
c
− 1
4(ζζ)2
ea∧ ψa ∧ψ
b
∧ψb −
1
2
ea∧ ψa ∧ψ∧ψ − ψab ∧eb∧ψ∧ψa +
1
4!
χ εabcde
b
∧e
b
∧e
c
∧e
d
)
(4.48)
Afin d’obtenir une formulation de la gravite´ topologique il est en fait ne´cessaire d’intro-
duire la fixation de jauge de la supersyme´trie locale [55]. Les fantoˆmes et les antifantoˆmes
correspondants ainsi que le fantoˆme de re´fe´rence doivent eˆtre inclus dans le mode`le de
Cartan de la the´orie. Il semble e´vident qu’il en est de meˆme pour le fantoˆme C et les
antifantoˆmes associe´s a` la fixation de jauge de la syme´trie SU(2). Nous avons ve´rifie´
qu’une fixation de jauge de´terminant la section u en fonction des te´trades, qui pre´serve
l’invariance par rapport aux rotations locales tordues, brise ne´cessairement l’invariance
par rapport aux diffe´omorphismes. On en de´duit que la fixation de jauge de la section
u doit eˆtre fondamentalement diffe´rente de la fixation de jauge de´finie par B. de Wit
pour reproduire la the´orie de la supergravite´ seulement invariante sous l’action globale
d’un groupe SU(2). Une fixation de jauge ve´rifiant les exigences ne´cessaires a` la bonne
de´finition d’une ope´ration de torsion est donne´e par
dω ⋆
(
ω− − ς) ≈ 0 (4.49)
Elle implique l’introduction d’un antifantoˆme et d’un multiplicateur de Lagrange de´finis
comme des tenseurs antisyme´triques anti-autoduaux.
A partir d’un unique ope´rateur BRST s, et d’une action somme d’une composante
invariante par s et de plusieurs composantes s-exactes de´finissant les fixations de jauge,
dont celles de la supersyme´trie locale et de la syme´trie SU(2) sont en particulier choisies
invariantes par diffe´omorphisme, par le groupe des rotations tordues et par l’invariance
de jauge U(1),
S + sΨSusy+SU(2)[ǫ, C] + sΨDiff+SO(4)+U(1)[ǫ, C, ξ,Ω, c] (4.50)
l’ope´ration de torsion comple`te doit de´finir deux ope´rateurs BRST, le premier s de´finissant
l’ope´rateur BRST associe´ a` l’invariance par rapport aux diffe´omorphismes, au groupe des
rotations tordues et a` l’invariance de jauge U(1), le secondQ de´finissant l’ope´rateur BRST
topologique de la gravite´, de telle sorte que l’action tordue s’e´crive comme la somme d’un
terme Q-exact et s invariant et d’une fixation de jauge s et Q-exacte. Afin de prendre
en compte la torsion du groupe des rotations, on rede´finit C → C + Ω−. On voudrait
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de´finir la diffe´rentielle de Cartan comme la composante de −s une fois les fantoˆmes ξ, Ω
et c, associe´s aux diffe´omorphismes, aux rotations locales tordues et aux transforma-
tions de jauge U(1), fixe´s a` ze´ro. En comparant les transformations de supersyme´trie
et la de´finition de l’ope´rateur BRST topologique pour la gravite´ [55], on de´duit que les
gravitinos doivent eˆtres de´compose´s comme suit
ψ =
1
(ǫγ5ǫ)
(
−(ǫγaψ)γ5γaǫ+ (ǫψ)γ5ǫ+ (ǫγ5τ iψ)τiǫ
)
(4.51)
avec ǫ suffisamment proche de ζ pour que (ǫγ5ǫ) soit strictement positif. On de´finit ainsi
les champs tordus associe´s comme
Ψa ≡ (ǫγaψ) Ψ ≡ 1
(ǫγ5ǫ)
(ǫψ) Ψ¯ab− ≡ 1
(ǫγ5ǫ)
(ǫγ5τab−ψ) (4.52)
dont l’ordre ze´ro dans la perturbation de ǫ autour de ζ (ǫ = ζ) co¨ıncide avec ψa, ψ et
ψab− . Les fantoˆmes de fantoˆmes topologiques sont quand a` eux de´finis comme
ϕµ ≡ 1
2
eµa (ǫγ
aǫ) Φ ≡ 1
2
(ǫǫ)
Φab ≡
(
ǫ[−Fˆ+5ab + ⋆5tab − 2Sγab + 12εabcdγc
⋆ d
V ]ǫ
)
(4.53)
qui donnent bien 0, 0 et φab a` l’ordre ze´ro.
Il n’est cependant pas trivial d’obtenir l’action fixe´e de jauge pour la supersyme´trie
locale et l’invariance de jauge SU(2), invariante sous les diffe´omorphismes, les rotations
locales tordues et les transformations de jauge U(1), sous la forme de la Q variation
d’un fermion de jauge e´galement invariant par rapport a` ces dernie`res syme´tries. Il est
en outre possible qu’il soit ne´cessaire d’introduire pour ce faire d’autres composantes de
l’action, contenant e´ventuellement d’autres champs, associe´es aux jacobiens des change-
ments de variable hautement non line´aires associe´s a` la proce´dure de torsion. On voudrait
cependant trouver une fixation de jauge pour laquelle on pourrait de´montrer que ces ja-
cobiens se compensent ; et pour laquelle le champ fantoˆme ǫ de´velopperait spontane´ment
une valeur moyenne dans le vide brisant la conservation du nombre de fantoˆmes modulo
quatre 〈
(ǫγ5ǫ)
2
〉
= (ζζ)2 (4.54)
de manie`re a` justifier le de´veloppement de ǫ autour de ζ.
4.3 Invariance superconforme
L’annulation de la fonction β dans la the´orie de Yang–Mills maximalement super-
syme´trique implique que l’anomalie de trace est identiquement nulle a` tous les ordres de
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la the´orie des perturbations. Cette proprie´te´ remarquable de la the´orie a inspire´ la conjec-
ture de l’invariance superconforme de la the´orie par rapport a` l’action des ge´ne´rateurs de
l’alge`bre psu(2, 2|4). Cette conjecture est au cœur de la correspondance AdS/CFT , et a
aujourd’hui e´te´ confirme´e par un grand nombre de calculs explicites sur des fonctions de
corre´lation d’ope´rateurs composites de la the´orie. Nous proposons ici une de´monstration
de l’annulation de la fonction β, ainsi qu’une extension du formalisme des ombres qui
inclut l’invariance superconforme.
4.3.1 Annulation de la fonction β
La preuve de l’annulation de la fonction β de la the´orie de Yang–Mills maximalement
supersyme´trique propose´e dans [A.5] est obtenue dans la formulation tordue de la the´orie
en fonction de champs re´els. Contrairement aux fermions de Majorana, les fermions de
SU(2) et de SL(2,H)-Majorana peuvent eˆtre de´finis dans un espace euclidien. Cepen-
dant, les repre´sentations de supersyme´trie e´tendue N = 2 et N = 4 correspondantes,
de´finies comme des transformations infinite´simales des champs, impliquent alors qu’un
des scalaires de la the´orie admet un terme cine´tique du mauvais signe dans l’action. Il
est en fait ne´cessaire de relaxer la condition d’hermiticite´ du lagrangien dans les the´ories
supersyme´triques, en conside´rant les fermions dans des repre´sentations complexes non-
contraintes. Le bon nombre de degre´s de liberte´ est restaure´ en ne de´finissant l’inte´grale
fonctionnelle que sur ces variables complexes et pas sur leurs conjugue´s complexes, de
la meˆme manie`re qu’on proce´derait pour inte´grer sur une courbe du plan complexe sur
les coordonne´es holomorphes. La bonne de´finition de ce type d’inte´grale fonctionnelle a
e´te´ e´tablie en [19] par continuation analytique de l’inte´grale fonctionnelle dans la the´orie
minkowskienne. Ainsi les the´ories de champ supersyme´triques N = 2 et N = 4 dans leur
formulation tordue sont de´finies correctement en conside´rant les variables fermioniques et
les parame`tres de supersyme´trie comme complexes, ainsi que les champs scalaires Φ et Φ¯
comme conjugue´s complexes l’un de l’autre.4 L’alge`bre de supersyme´trie de´finit alors des
identite´s de Ward formelles qui ne correspondent pas explicitement a` des variations des
champs. Malgre´ ces subtilite´s, les repre´sentations re´elles de supersyme´trie e´tendue des
the´ories euclidiennes, et ainsi leurs formulations tordues, permettent de de´terminer cor-
rectement les identite´s de Ward des the´ories correspondantes ainsi que les contraintes qui
en de´coulent. Il est donc pertinent d’utiliser ces repre´sentations re´elles afin d’obtenir des
4Comme nous l’avons discute´ dans la sous section 2.1.2, l’interpre´tation ge´ome´trique de la the´orie
tordue ne´cessite de conside´rer ces champs comme re´el et imaginaire pur, ce qui ne modifie les fonctions
de corre´lation que par une phase globale de´pendant du nombre de fantoˆme topologique.
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proprie´te´s de la the´orie par des me´thodes alge´briques comme dans [A.5]. La formulation
de preuves alge´briques en fonction des variables tordues a seulement pour effet de sim-
plifier conside´rablement les calculs et de rendre leurs interpre´tations ge´ome´triques plus
accessibles. Afin de convaincre les lecteurs sceptiques, nous allons maintenant re´e´crire
la preuve de l’annulation de la fonction β de la the´orie de Yang–Mills maximalement
supersyme´trique dans la formulation non tordue de la the´orie de´finie dans un espace de
Minkowski.
On utilise pour ce faire les conventions de [A.6], dans lesquelles les transformations
de supersyme´trie sont donne´es par (4.2) et l’action fixe´e de jauge de´pendant des sources
admet des termes quadratiques dans ces dernie`res de manie`re a` tenir compte du fait que
la repre´sentation de l’alge`bre de supersyme´trie maximale n’est de´finie que modulo les
e´quations du mouvement.
L’absence d’anomalie cohe´rente pour les identite´s de Slavnov–Taylor respectivement
associe´es a` l’invariance de jauge et a` la supersyme´trie [A.4, A.5] implique que celles-ci ne
sont pas affecte´es par les corrections radiatives quel que soit le sche´mas de re´gularisation
utilise´. La de´finition d’un re´gulateur a` la Pauli–Villars faisant intervenir des champs
auxiliaires AM µ, λ
M et φM i dans les meˆmes repre´sentations que les champs physiques,
avec respectivement pour terme de masse M
2
2
AM µ A
M µ, iM
2
(
λM λM
)
et M
2
2
φM i φM i, permet
de de´montrer que la syme´trie globale Spin(3, 1)× SU(4) de la the´orie n’est pas affecte´e
par les corrections radiatives. La syme´trie globale SU(4) n’est donc pas en conflit avec
l’invariance de jauge et est pre´serve´e quelque soit le re´gulateur utilise´e dans la proce´dure
de renormalisation.
Annulation de la dimension anormale des ➼ BPS primaires
On va tout d’abord montrer que la dimension anormale de l’ope´rateur ➼ BPS primaire
Tr (φiφj− 1
6
δijφkφk) est nulle. La dimension canonique et la repre´sentation de SU(4) des
ope´rateurs ➼ BPS primaires sont telles que ceux-ci ne peuvent se me´langer a` d’autres
ope´rateurs locaux par renormalisation.
On explique dans [A.5] que l’insertion d’un ope´rateur composite physique peut eˆtre
obtenue de manie`re e´quivalente par l’insertion du meˆme ope´rateur contracte´ avec un
polynoˆme du spineur constant parame`tre de supersyme´trie. La contrainte non line´aire
(ǫγµǫ) = 0 n’admet pas de solution non triviale pour un spineur de SU(4)-Majorana.
En substituant le spineur ǫc contracte´ a` la matrice de conjugaison de charge au spineur
ǫ, auquel il est e´gal selon la condition SU(4)-Majorana, la fonctionnelle ge´ne´ratrice des
diagrammes une particule irre´ductibles Γ est une fonction analytique du parame`tre ǫ. Le
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prolongement analytique de Γ a` des spineurs complexes non contraints est donc de´fini
de telle sorte que celle-ci ve´rifie ses identite´s de Ward, bien que les identite´s de Slavnov–
Taylor associe´es a` la supersyme´trie soient dans ce cas des identite´s de Ward formelles qui
ne correspondent pas a` des variations infinite´simales des champs. On peut ainsi conside´rer
de manie`re cohe´rente la the´orie en fonction d’un spineur ǫ dans la repre´sentation de
SL(2,H)-Majorana, solution non triviale de l’e´quation (ǫcγµǫ) = 0, qui de´finit un vec-
teur complexe de norme nulle de l’espace hexadimensionnel (ǫcτ iǫ). Les proprie´te´s de
transformation de ce vecteur par rapport a` l’action de SU(4) impliquent qu’il existe un
espace de solution contractible de (ǫcγµǫ) = 0 pour lequel les vecteurs (ǫcτ iǫ) engendrent
tout l’espace hexadimensionnel. On peut ainsi calculer l’insertion de l’ope´rateur ➼ BPS
primaire Tr (φiφj − 1
6
δijφkφk) en inse´rant la fonction des champs Tr (ǫ
cφǫ)2.
Cette dernie`re fonction des champs satisfait les e´quations
QTr
(
(ǫcφǫ)c− 1
3
c3
)
= Tr (ǫcφǫ)2 s QTr
(
(ǫcφǫ)c− 1
3
c3
)
= 0
s Tr
(
(ǫcφǫ)c− 1
3
c3
)
= Tr
(
µ
(
(ǫcφǫ)− c2)− [Ω, (ǫcφǫ)]c) (4.55)
On conside`re les insertions de ces diffe´rents ope´rateurs locaux en ajoutant a` l’action de
la the´orie, Σ, le terme de´pendant de sources
uTr
(
(ǫcφǫ)c− 1
3
c3
)
+ u(s)Tr
(
µ
(
(ǫcφǫ)− c2)− [Ω, (ǫcφǫ)]c)+ u(Q)Tr (ǫcφǫ)2 (4.56)
L’action ainsi obtenue satisfait aux identite´s de Slavnov–Taylor associe´es respectivement
a` l’invariance de jauge et a` la supersyme´trie, avec s et Q agissant respectivement sur les
sources u• de la manie`re suivante
s u(Q) = 0
s u(s) = u
s u = 0
Qu(Q) = u
Qu(s) = 0
Qu = 0
(4.57)
On peut facilement se convaincre du fait que l’introduction de ces nouvelles sources
n’introduit pas de nouvelles anomalies aux identite´s de Slavnov–Taylor. Les identite´s de
Slavnov–Taylor et l’invariance par rapport a` SU(4) impliquent que ces ope´rateurs locaux
se renormalisent multiplicativement et que les dimensions anormales associe´es a` chacune
des sources sont les meˆmes.
Dans la jauge de Landau supersyme´trique
−
∫
d4xTr
(
b∂µAµ − c¯∂µ
(
Dµc+ i(ǫ
cγµλ)
)
+ Ω¯∂µDµΩ− µ¯∂µ
(
Dµµ+ [DµΩ, c]− i(ǫcγµ[Ω, λ])
))
(4.58)
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la ge´ne´ratrice fonctionnelle des diagrammes une particule irre´ductible ve´rifie les identite´s
de Ward fantoˆmes [A.5]
∫ (δLΓ
δµ
−
[
µ¯,
δLΓ
δb
]
+ u(s)
δLΓ
δc(Q)
− (−1)a[ϕ(Qs)a, ϕa] + [Ω(Qs),Ω] + [µ(Q), c]
)
=0∫ (
δLΓ
δc
+
[
c¯,
δLΓ
δb
]
−
[
µ¯,
δLΓ
δΩ¯
]
+ (−1)a
[
ϕ(Qs)a,
δLΓ
δϕ(s)a
]
−
[
Ω(Qs),
δLΓ
δΩ(s)
]
+u
δLΓ
δc(Q)
+ u(s)
δLΓ
δµ(Q)
+ [ϕ(Q)a, ϕ
a] + [Ω(Q),Ω] + [c(Q), c] + [µ(Q), µ]
)
=0∫ (
δLΓ
δΩ
−
[
Ω¯,
δLΓ
δb
]
+
[
µ¯,
δLΓ
δc¯
]
−
[
c,
δLΓ
δµ
]
− (−1)a
[
ϕ(Qs)a,
δLΓ
δϕ(Q)a
]
(4.59)
+
[
Ω(Qs),
δLΓ
δΩ(Q)
]
+
[
µ(Q),
δLΓ
δc(Q)
]
+ [ϕ(s)a, ϕ
a] + [Ω(s),Ω]
)
=0
Celles-ci impliquent de surcroˆıt que la dimension anormale de ces ope´rateurs composites
est nulle, et ainsi l’annulation de la dimension anormale de l’ope´rateur ➼ BPS primaire
Tr (φiφj − 1
6
δijφkφk).
Annulation de la dimension anormale de l’action
La variation de la densite´ lagrangienne prive´e de sa composante BRST-exacte5
L = Tr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
Dµφ
iDµφi +
i
2
(
λ /Dλ
)− 1
2
(
λ[φ, λ]
)− 1
4
[φi, φj][φi, φj]
+
g4
2
(
λ
∗[
ǫǫ− 1
2
(ǫγµǫ)γµ − 1
2
(ǫτiǫ)τ
i
]
λ∗
))
(4.60)
par rapport a` l’ope´rateur line´arise´ de Slavnov–Taylor associe´ a` la supersyme´trie, S(Q)|Σ,
est une de´rive´e totale, S(Q)|ΣL+ ∂µLµ = 0, avec
Lµ = Tr
(
i
2
Fµν
(
ǫγνλ
)
+
i
4
εµν
σρFσρ
(
ǫγ5γ
νλ
)− 1
2
Dµφ
i
(
ǫτiλ
)−Dνφi(ǫγµντiλ)
+
i
2
[φi, φj]
(
ǫγµτijλ
)
+
ig2
2
(
λ
[1
2
(ǫγµǫ)γµ +
1
2
(ǫτiǫ)τ
i − ǫǫ]λ∗)) (4.61)
5ou` λ∗ ≡ λ(Q) − [λ(Qs),Ω] et (λ∗Mλ∗) = −S(s)|Σ(λ∗Mλ(Qs)), voir [A.6].
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Cette dernie`re fonction des champs ve´rifie S(Q)|ΣLµ + ∂νLµν = i(ǫγµǫ)L, ou`
Lµν = Tr
(
3
8
(ǫτiǫ)
(
λγµντ
iλ
)
+
1
2
εµν
σρ(ǫγ5τiǫ)
(
φiFσρ − 1
8
(
λγσρτ
iλ
))
− 3
16
εµνσρ(ǫγ
σǫ)
(
λγ5γ
ρλ
)− εµνσρ(ǫγ5γστijǫ)(iφiDρφj + 1
8
(
λγρτ
ijλ
))
+ 12(ǫγµντijkǫ)
(1
3
φiφjφk − 1
8
(
λτ ijkλ
)))
(4.62)
satisfait lui meˆme S(Q)|ΣLµν + ∂σLµνσ = −2i(ǫγ[µǫ)Lν], avec
Lµνσ = iεµνσρ
[
(ǫγ5τiǫ)ǫγ
ρ − (ǫγ5γρτijǫ)ǫτ j
]
Tr
(
φiλ
)
(4.63)
et
Lµνσρ = 1
2
εµνσρ(ǫγ5τiǫ)(ǫτjǫ)Tr
(
φiφj
)
(4.64)
qui ve´rifient quand a` eux
S(Q)|ΣLµνσ + ∂ρLµνσρ = 3i(ǫγ[µǫ)Lνσ] S(Q)|ΣLµνσρ = −4i(ǫγ[µǫ)Lνσρ] (4.65)
Les duales de Hodge de ces formes fonctions des champs de´finissent la forme e´tendue
L˜ ≡ L04 + L13 + L22 + L31 + L40 (4.66)
e´le´ment de cohomologie non trivial de la diffe´rentielle e´tendue d+S(s)|Σ+S(Q)|Σ+ii(ǫγǫ), ou`
L04 est la densite´ lagrangienne conside´re´e comme une 4-forme, et L40 = 12Tr (ǫγ5φǫ)(ǫφǫ).
Le seul autre e´le´ment non trivial de cohomologie de la diffe´rentielle e´tendue d+ S(s)|Σ +
S(Q)|Σ + ii(ǫγǫ) de dimension canonique 4 est la forme e´tendue
1
2
Tr
(
F − i(ǫγ1λ)+ (ǫφǫ))2 (4.67)
Comme il est explique´ dans [A.5], les identite´s de Slavnov–Taylor impliquent que la forme
e´tendue L˜ se renormalise d’un bloc, multiplicativement, ou en se me´langeant a` une autre
forme e´tendue d+ S(s)|Σ + S(Q)|Σ + ii(ǫγǫ)-ferme´e.
L’identite´ de Fierz
(ǫγ5τiǫ)(ǫτ
iǫ) = 0 (4.68)
permet de montrer que l’insertion de l’ope´rateur composite L40 est e´quivalente a` celle
de l’ope´rateur ➼ BPS primaire Tr (φiφj − 1
6
δijφkφk), et que cet ope´rateur composite est
donc de dimension anormale nulle. Ceci implique que les seuls contre-termes invariants
qui peuvent intervenir dans la renormalisation de la densite´ lagrangienne sont, ou des
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de´rive´es totales, ou` des termes BRST-exacts. On en de´duit directement que l’action de
l’ope´rateur de Callan–Symanzik
CF ≡ m ∂F
∂m
+ β
∂F
∂g
+ S(s)|FS(Q)|F
∫ (∑
a
γa ϕaϕ(Qs)a + γ
(A)Tr µ¯
δLF
δb
)
= m
∂F
∂m
+ β
∂F
∂g
−
∑
a
γa
∫ (
ϕa
δLF
δϕa
− ϕ(s)a
δLF
δϕ(s)a
− ϕ(Q)a
δLF
δϕ(Q)a
− ϕ(Qs)a
δLF
δϕ(Qs)a
)
+ γ(A)
∫
Tr
(
µ¯
δLF
δµ¯
+ c¯
δLF
δc¯
+ Ω¯
δLF
δΩ¯
+ b
δLF
δb
)
(4.69)
sur l’insertion de l’action dans la fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une particule
irre´ductibles est une variation BRST
C [∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(1) · Γ] (4.70)
Conclusion de la preuve
Selon le principe d’action quantique, la variation de la fonctionnelle ge´ne´ratrice des
diagrammes une particule irre´ductibles Γ par rapport a` la constante de couplage est
donne´e par l’insertion d’une fonctionnelles locale des champs dans Γ, qui est invariante
par rapport a` l’action des ope´rateurs line´arise´s de Slavnov–Taylor et des transformations
propres du groupe de Lorentz. La seule solution e´tant l’action elle-meˆme modulo une
variation BRST, on en de´duit que
∂Γ
∂g
+
2
g3
a(g)
[∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(2) · Γ] (4.71)
ou` a(g) = 1+
∑
n∈N∗ ang
2n tient compte des e´ventuelles corrections radiatives. En appli-
quant l’e´quation[
C, ∂
∂g
]
F = −∂β
∂g
∂F
∂g
− S(s)|FS(Q)|F
∫ (∑
a
∂γa
∂g
ϕaϕ(Qs)a +
∂γ(A)
∂g
Tr µ¯
δLF
δb
)
(4.72)
a` la fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une particule irre´ductibles Γ, on obtient
en utilisant (4.70) et (4.71) que
∂
∂g
(
β
2
g3
a(g)
) [∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(3) · Γ] (4.73)
et puisque l’insertion de l’action de´finit un e´le´ment non trivial de la cohomologie de
l’ope´rateur BRST
∂
∂g
(
β
2
g3
a(g)
)
= 0 (4.74)
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La solution ge´ne´rale de cette e´quation diffe´rentielle en fonction de la fonction β calcule´e
au premier ordre de la the´orie des perturbations, β1, est proportionnelle a` celle-ci
β =

1 + ∑
n∈N∗
g2n
n∑
p=1
∑
{k
i|
p
1
}|
Pp
i=1
ki=n
p∏
i=1
(−aki)

 β1 (4.75)
L’annulation de la fonction β de la the´orie de Yang–Mills maximalement supersyme´trique
au premier ordre de la the´orie des perturbations implique donc son annulation a` tous les
ordres.
4.3.2 Identite´s de Slavnov–Taylor superconformes
L’alge`bre psu(2, 2|4) contient l’alge`bre de super-Poincare´ dont on note les parame`tres
impairs associe´s aux translations, πµ, et aux transformations de Lorentz, Λµν . La com-
posante bosonique de l’alge`bre est e´tendue a` l’alge`bre conforme, qui comporte e´galement
les dilatations et les inversions, dont on note respectivement les parame`tres impairs as-
socie´s θ et κµ. L’introduction des supersyme´tries spe´ciales de parame`tre pair η implique
l’introduction des ge´ne´rateurs du groupe de syme´trie interne SU(4), dont on note les
parame`tres υij. Le parame`tre η est un spineur pair de SU(4)-Majorana, qui descend d’un
spineur de Majorana–Weyl a` dix dimensions de chiralite´ oppose´e a` celle de celui dont
descend le parame`tre de supersyme´trie ǫ. L’alge`bre psu(2, 2|4) est de´termine´e, dans la for-
mulation duale de Cartan, par l’action de la diffe´rentielle nilpotente Q sur les parame`tres
associe´s aux ge´ne´rateurs de graduation oppose´e
Qπµ = −θπµ − Λµνπν + i(ǫγµǫ)
Qκµ = θκµ − Λµνκν + i(ηγµη)
Qθ = −2π · κ+ 2i(ǫη)
QΛµν = −2πµκν + 2πνκµ − ΛµσΛσν + 4i(ǫγµνη)
Qυij = υi
kυkj + 4i(ǫτijη)
Qǫ = 1
2
(−θ − /Λ + υijτ ij)ǫ+ /πη
Qη = 1
2
(
θ − /Λ + υijτ ij
)
η + /κǫ
(4.76)
Le groupe conforme est un sous groupe de dimension finie du groupe des diffe´omorphismes.
On peut e´crire l’alge`bre en introduisant le champ de vecteur, le spineur et l’e´le´ment de
su(4)
ξµ ≡ πµ + x2κµ − 2x · κxµ + θxµ + Λµνxν
χ ≡ ǫ+ /xη υ ≡ 1
2
υij τ
ij (4.77)
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sur le mode`le de l’alge`bre de syme´trie de la supergravite´
Qξµ = ξν∂νξ
µ + i(χ γµχ) Qυ = υ2 + i
2
(χ τij /∂χ)τ
ij
Qχ = L− 12 ξχ+ υχ (4.78)
avec la de´finition suivante de la de´rive´e de Lie d’un spineur, respectivement d’un scalaire,
de poids conforme d
Ld ξ ≡ ξµ∂µ + 12∂µξνγµν + d4∂µξµ Ld ξ ≡ ξµ∂µ + d4∂µξµ (4.79)
On utilise cette similitude pour e´crire les transformations des champs sous l’action d’un
ope´rateur nilpotent Q incluant les transformations de l’alge`bre superconforme a` partir
de la courbure e´tendue
(d+Q)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= eiξ
(
F − i(χγ1λ) + (χφχ)
)
(4.80)
L’action de Q sur les champs repre´sente l’action d’une syme´trie de la the´orie associe´e a`
une alge`bre gradue´e de dimension finie, on interpre`te donc le champ c comme une ombre
et non pas comme un fantoˆme de Faddeev–Popov. Suivant la proce´dure propose´e dans
la section pre´ce´dente, on simplifie la repre´sentation de Q en rede´finissant l’ombre c et en
utilisant la diffe´rentielle e´tendue
e−iξ(d+Q)eiξ = d+Q− Lξ + ii(χγχ) (4.81)
ou` on a suppose´ ici une connexion de fond nulle. La nouvelle courbure e´tendue s’e´crit
alors
(d+Q− Lξ + ii(χγχ))
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F − i(χγ1λ) + (χφχ) (4.82)
Cette de´finition et l’identite´ de Bianchi associe´e permettent de de´terminer l’alge`bre su-
perconforme sur les champs de la the´orie de Yang–Mills N = 4. On note que l’identite´
de Bianchi s’applique bien que l’ope´rateur Q ne soit nilpotent que modulo les e´quations
du mouvement dans sa repre´sentation comple`te sur les champs. Ces transformations
s’e´crivent
QAµ = LξAµ + i
(
χγµλ
)
+Dµc
Qφi = L1 ξφi + υij φj −
(
χτ iλ
)− [c, φi]
Qλ = L32 ξλ+ υλ+
(
/F + i /Dφ+ 1
2
[φ, φ]
)
χ+ 2iφ η − [c, λ]
Qc = Lξc+
(
χ[φ− i /A]χ)− c2
(4.83)
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L’action classique est bien invariante sous la syme´trie conforme, car la de´rive´e de Lie
d’un scalaire de poids conforme 4 est une de´rive´e totale. On voudrait maintenant fixer la
jauge tout en pre´servant l’invariance de l’action sous l’ope´rateur Q, de manie`re a` pouvoir
e´crire des identite´s de Slavnov–Taylor pour la syme´trie superconforme. Pour ce faire, on
introduit le fantoˆme de Faddeev–Popov Ω et l’ope´rateur BRST s , qui agit de manie`re
usuelle sur les champs physiques de la the´orie, comme une transformation de jauge de
parame`tre −Ω. Suivant la construction pre´sente´e dans l’article annexe´ A.4, on de´finit le
fantoˆme de l’ombre µ, avec les transformations suivantes
s c = µ
s µ = 0
QΩ = −µ− [c,Ω]
Qµ = Lξµ− [(χφχ) , Ω] + i(χγµχ)DµΩ− [c, µ]
(4.84)
L’e´criture explicite d’une fixation de jauge Q invariante ne´cessite l’introduction d’un
quatuor trivial sous l’action des deux diffe´rentielles s et Q. Le terme quatuor trivial
signifie que toute fonctionnelle, invariante par rapport a` s et Q de´pendant de ces champs,
peut s’e´crire comme l’action re´pe´te´e de s et Q sur une autre fonctionnelle. Si on ne
peut pas e´crire une fixation de jauge invariante par rapport a` toutes les syme´tries de
l’alge`bre superconforme sans introduire de nouveaux champs, la fixation de jauge dans la
jauge interpolante de Landau–Feynman est invariante par rapport aux transformations du
groupe de Poincare´ ainsi que sous les dilatations. Il est donc pre´fe´rable de de´finir l’action
de Q sur les champs du quatuor trivial, en conside´rant l’action de l’alge`bre conforme, de
manie`re a` de´finir la fixation de jauge la plus simple possible. Celle-ci ne de´pendra que
des parame`tres associe´s aux syme´tries brise´es par la fonction de jauge. On de´finit donc
les transformations de ces champs comme suit
s µ¯ = c¯
s c¯ = 0
s Ω¯ = b
s b = 0
Qµ¯ = L2 ξµ¯+ Ω¯
Qc¯ = L2 ξ c¯− b
QΩ¯ = L2 ξΩ¯− L2 i(χγχ)µ¯
Qb = L2 ξb+ L2 i(χγχ)c¯
(4.85)
L’action fixatrice de jauge interpolante de Landau–Feynman Q invariante s’e´crit
− s Q
∫
Tr
(
µ¯∂µAµ +
α
2
µ¯b
)
=
∫
Tr
(
b∂µAµ +
α
2
b2 − Ω¯∂µDµΩ
+ c¯∂µ
(
Dµc+ i
(
ǫ+ /xηγµλ
))
+ 4c¯κµAµ − iα2
(
ǫ+ /xηγµ[ǫ+ /xη]
)
c¯∂µc¯
+ µ¯∂µ
(
Dµµ+ [DµΩ, c]−
[
Ω , i
(
ǫ+ /xηγµλ
) ])− 4µ¯κµDµΩ
)
(4.86)
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Cette action de´pend du vecteur impair κ et des deux spineurs pairs ǫ et η a` travers le
spineur ǫ + /xη. L’apparition explicite des coordonne´es dans l’action est a` premie`re vue
dramatique. L’invariance par rapport aux translations est en effet d’une importance ca-
pitale en the´orie des champs, particulie`rement en ce qui concerne la stabilite´ de l’action.
L’invariance par rapport aux translations est dans ce cadre maintenue via les identite´s
de Slavnov–Taylor associe´es a` la diffe´rentielle Q. On admet sans preuve que le principe
d’action quantique reste valable dans ce cas, c’est a` dire que les contre-termes et les
anomalies sont des fonctionnelles locales, qui de´pendent e´ventuellement des coordonne´es.
L’invariance superconforme e´tant tre`s contraignante, on peut espe´rer que l’action fixe´e
de jauge reste stable, meˆme sans eˆtre explicitement invariante par translation. L’unicite´
de la repre´sentation de l’alge`bre superconforme sur les champs, modulo une renormali-
sation de ceux-ci, sugge`re que le proble`me de la stabilite´ se restreint a` la de´termination
de l’action renormalisable par comptage de puissance la plus ge´ne´rale, de´pendant des
coordonne´es, qui soit invariante sous l’ensemble des identite´s de Ward de la the´orie. Le
re´sultat de P. L. White [61] en ce qui concerne la cohomologie de l’ope´rateur line´arise´
de Slavnov–Taylor pour la syme´trie superconforme peut probablement eˆtre ge´ne´ralise´
afin de de´montrer l’absence d’anomalie cohe´rente pour les ope´rateurs de Slavnov–Taylor
associe´s a` la syme´trie superconforme et a` l’invariance de jauge. Bien que le groupe des
dilatations admette une repre´sentation line´aire sur les champs, celle-ci est modifie´e par
les corrections radiatives pour donner place au groupe de renormalisation. Il semble ce-
pendant que les champs de la the´orie de Yang–Mills maximalement supersyme´trique ne
soient pas renormalise´s dans la jauge de Landau. On va ici supposer que l’annulation de
la dimension anormale des champs permet de conside´rer que leurs transformations sous
les ge´ne´rateurs du groupe conforme ne se renormalisent pas dans la jauge de Landau. Afin
d’obtenir la stabilite´ de l’action, il est ne´cessaire de de´montrer la validite´ des identite´s
de Ward antifantoˆmes a` tous les ordres de la the´orie des perturbations. Celles-ci ont la
forme suivante dans la jauge de Landau (α = 0), a` l’ordre des arbres
δLΣ
δb
= ∂µAµ
δLΣ
δΩ¯
+ ∂µ
δLΣ
δA(s)µ
= 0
δLΣ
δc¯
− ∂µ δ
LΣ
δA(Q)µ
= −L2 ξ∂µAµ
δLΣ
δµ¯
− ∂µ δ
LΣ
δA(Qs)µ
− L2 ξ∂µ δ
LΣ
δA(s)µ
= 0 (4.87)
Les champs A(Q), A(s) et A(Qs) sont les sources associe´es aux transformations du champ
de jauge. Admettons pour le moment que toutes les identite´s de Ward puissent eˆtres
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e´tendues au niveau quantique pour la fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une par-
ticule irre´ductibles. Sachant qu’il n’existe pas de re´gulateur pre´servant la syme´trie su-
perconforme a` tous les ordres, on devrait tout de meˆme faire face a` la ge´ne´ration d’une
de´pendance arbitraire de l’action nue dans les coordonne´es. Il semble indispensable d’uti-
liser un re´gulateur minimisant la complexite´ de celle-ci. L’espoir serait de pouvoir main-
tenir la proprie´te´ de l’action nue a` ne de´pendre des coordonne´es qu’a` travers le spineur
ǫ+ /xη.
L’ope´rateur de Slavnov–Taylor superconforme comporte des anomalies dans le com-
plexe e´tendu incluant les sources d’ope´rateurs locaux invariants de jauge. Ces anoma-
lies sont dues a` des proprie´te´s ge´ne´rales des repre´sentations de groupes non compacts.
De´finissons formellement le vecteur |O〉, dont chaque composante est un ope´rateur local
invariant de jauge, et le vecteur 〈u|, dont chaque composante duale correspond a` la source
associe´e a` un ope´rateur, de telle sorte que le produit scalaire 〈u|O〉, de´finit le couplage des
ope´rateurs locaux a` leurs sources dans l’action. Etant donne´ que l’alge`bre superconforme
ne ferme sur les champs de la the´orie que modulo les e´quations du mouvement, on doit
e´tendre ces deux vecteurs en conside´rant des ope´rateurs BRST-exacts, faisant intervenir
les sources des transformations des champs sous s et Q [A.6]. On va cependant laisser
de coˆte´ ces corrections pour l’instant, en les incluant dans la notation « · · · » . A l’ordre
des arbres, l’ope´rateur de Slavnov–Taylor agit sur |O〉 comme un ope´rateur fonctionnel
local, line´aire dans les parame`tres ξˆ ≡ {θ, πµ, κµ, Λµν , υij, ǫ, η}
S(Q)|Σ|O〉 = L(ξˆ)|O〉+ · · · (4.88)
L’invariance de l’action implique qu’il agisse sur 〈u| de la meˆme manie`re6
S(Q)|Σ〈u| = −〈u|L(ξˆ) + · · · (4.89)
La nilpotence de l’ope´rateur line´arise´ de Slavnov–Taylor est e´quivalente au fait que
l’ope´rateur L(ξˆ) de´finit une repre´sentation de l’alge`bre superconforme.
L(ξˆ)2 = L(Qξˆ) (4.90)
Les repre´sentations unitaires irre´ductibles de l’alge`bre superconforme psu(2, 2|4) sont
classifie´es en fonction de leurs nombres de Dynkin discrets de SU(2)×SU(2)×SU(4) et
de leur dimension conforme re´elle [62]. Les repre´sentations ge´ne´riques ont une dimension
conforme supe´rieure ou e´gale a` la somme des nombres de Dynkin de SU(2) × SU(2) ×
6On omet ici les signes moins associe´s au fait que l’alge`bre est gradue´e.
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SU(4) plus 2. On peut donc de´finir une repre´sentation de l’alge`bre L(ξˆ, t),
L(ξˆ, t)2 = L(Qξˆ, t) (4.91)
de´pendant analytiquement d’autant de parame`tres tA qu’il y a de repre´sentations irre´ductibles
continuˆment de´formables, telles que L(ξˆ, 0) = L(ξˆ) et que la repre´sentation de Spin(3, 1)×
SU(4) ne de´pende pas des tA. Les repre´sentations irre´ductibles courtes incluses dans
L(ξˆ, 0), qui ne peuvent apparaˆıtre dans la de´composition d’une repre´sentation longue
dans la limite t → 0, sont par conse´quent inchange´es dans L(ξˆ, t). On va voir que les
ope´rateurs appartenant a` de telles repre´sentations irre´ductibles, sont prote´ge´s du point
de vue des identite´s de Slavnov–Taylor.
Nous cherchons maintenant des anomalies de l’identite´ de Slavnov–Taylor supercon-
forme. La fonctionnelle
tA
( ∂
∂tA
〈u|L(ξˆ, t)|O〉
)
|t=0
(4.92)
sur laquelle, l’ope´rateur line´arise´ de Slavnov–Taylor donne ze´ro,
S(Q)|Σ tA
( ∂
∂tA
〈u|L(ξˆ, t)|O〉
)
|t=0
= tA〈u|
(( ∂
∂tA
L(Qξˆ, t)
)
|t=0
− L(ξˆ, 0)
( ∂
∂tA
L(ξˆ, t)
)
|t=0
−
( ∂
∂tA
L(ξˆ, t)
)
|t=0
L(ξˆ, 0)
)
|O〉
= tA
( ∂
∂tA
〈u|L(Qξˆ, t)− L(ξˆ, t)2|O〉
)
|t=0
= 0 (4.93)
de´finit une anomalie cohe´rente. On peut montrer que cette anomalie est non triviale en
se restreignant aux ge´ne´rateurs du produit du groupe de Poincare´ et des dilatations.
Dans ce cas, tA
(
∂
∂tA
L(θ, π,Λ, t)
)
|t=0
se restreint a` une matrice diagonale attribuant une
valeur propre e´gale a` θtA a` chaque repre´sentation irre´ductible correspondante, pour une
de´finition normalise´e de L(ξˆ, t). Un e´ventuel contre-terme invariant de jauge invariant
par rapport a` Spin(3, 1) × SU(4), peut eˆtre e´crit en fonction d’un ope´rateur MA, inva-
riant par rapport a` Spin(3, 1) × SU(4), comme 〈u|MA|O〉. Le fait que celui-ci de´finisse
un ante´ce´dent a` l’anomalie conforme de la repre´sentation irre´ductible indexe´e par A,
impliquerait que
[
MA, L(θ, π,Λ, 0)
]
=
( ∂
∂tA
L(θ, π,Λ, t)
)
|t=0
= θ 1A (4.94)
Le terme line´aire en π imposerait alors que MA ne de´pende pas des coordonne´es,7 ce qui
ne laisserait pas de solution possible.
7L’invariance par translation e´tant brise´e par la fixation de jauge, elle n’est maintenue qu’a` travers
les identite´s de Slavnov–Taylor associe´es.
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Bien que non triviale, cette anomalie n’est cependant pas incurable. Supposons qu’elle
apparaisse a` une boucle,
S(Q)(Γ) = γA
( ∂
∂tA
〈u|L(ξˆ, t)|O〉
)
|t=0
+O(g4) (4.95)
on peut l’e´liminer en renormalisant l’ope´rateur de Slavnov–Taylor, de telle sorte que
l’action de celui-ci sur les sources soit donne´e par
S(Q)|Γ〈u| = −〈u|L(ξˆ, γ)+ · · · = −〈u|L(ξˆ, 0)−γA〈u|
( ∂
∂tA
L(ξˆ, t)
)
|t=0
+O(g4)+ · · · (4.96)
ce qui correspond tout simplement a` la ge´ne´ration de dimensions anormales pour les
ope´rateurs appartenant a` des repre´sentations le permettant. Si cette interpre´tation de
l’anomalie (4.92) est correcte, il serait plus satisfaisant de montrer qu’elle est la seule
anomalie possible. Ce proble`me reviendrait a` prouver que toutes les de´formations infi-
nite´simales de repre´sentations incluses dans L(ξˆ) de´finissent des de´formations finies
R(Qξˆ) =
{
L(ξˆ), R(ξˆ)
} ⇒ R(ξˆ) = rA( ∂
∂tA
L(ξˆ, t)
)
|t=0
(4.97)
Les obstructions a` l’extension d’une de´formation infinite´simale d’une repre´sentation en
une repre´sentation finie, de´finissent des e´le´ments de cohomologie de l’ope´rateur line´arise´
de Slavnov–Taylor de nombre d’ombres deux, line´aires dans les sources. En effet, si tout
ope´rateur fonctionnel ∆(ξˆ) de nombre d’ombres deux (quadratique en ξˆ), ve´rifiant que
Qξˆ ∂
∂ξˆ
∆(ξˆ) =
[
L(ξˆ),∆(ξˆ)
]
, peut s’e´crire ∆(ξˆ) = R(Qξˆ)−{L(ξˆ), R(ξˆ)}, pour un ope´rateur
fonctionnel R(ξˆ) de nombre d’ombres un donne´, on peut alors de´montrer par re´currence
que la proposition (4.97) est vraie.
De manie`re inte´ressante dans ce cas, les roˆles des diffe´rentes cohomologies de l’ope´rateur
line´arise´ de Slavnov–Taylor sont de´cale´s. Les e´le´ments de cohomologie line´aires dans les
sources de nombre d’ombres un, de´finissent les de´formations possibles de la repre´sentation
de la syme´trie sur les ope´rateurs composites, et les e´le´ments de cohomologie line´aires dans
les sources de nombre d’ombres deux, de´finissent les ve´ritables anomalies, dont l’appari-
tion en the´orie des perturbations briserait la syme´trie.
4.4 Solution des contraintes dans le super-espace tordu
On de´finit dans la dernie`re publication [A.7] une formulation fonctionnelle locale de
la the´orie de Yang–Mills en dix dimensions sur un super-espace tordu. Dans cette section
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nous allons de´terminer la solution ge´ne´rale des contraintes. On de´finit un super-espace
compose´ de dix coordonne´es bosoniques xm, de´compose´es en les variables du coˆnes de
lumie`re x+ et x− et les coordonne´es euclidiennes octodimensionnelles xµ, ainsi que de neuf
coordonne´es fermioniques de´compose´es en un scalaire θ et un vecteur ϑµ se transformant
respectivement comme un spineur chiral et un spineur antichiral sous SO(1, 1). On de´finit
les de´rive´es covariantes fermioniques∇ ≡ ∂
∂θ
−θ∂+ et∇µ ≡ ∂∂ϑµ−θ∂µ−ϑµ∂−, qui ve´rifient
les relations de commutation
∇2 = −∂+ {∇,∇µ} = −∂µ {∇µ,∇ν} = −2δµν∂− (4.98)
qu’on re´sume dans la diffe´rentielle e´tendue d + ∇ + ∇dϑ + i∂++dϑ+|dϑ|2∂− . On de´finit la
connexion du super-espace fibre´ associe´e a` cette diffe´rentielle, qui se de´compose en trois
superchamps comme suit, A+C+Γ ≡ Amdxm+C+Γµdϑµ. On de´finit ainsi la courbure
(d+∇+∇dϑ + i∂++dϑ+|dϑ|2∂−)
(
A+ C+ Γ
)
+
(
A+ C+ Γ
)2
= F+ Ψ + χ + Φ + L+ Φ¯
≡ 1
2
Fmndx
m
∧dx
n + Ψmdx
m + χµndϑ
µdxn + Φ + Lµdϑ
µ + Φ¯µνdϑ
µdϑν (4.99)
Les contraintes de´finies dans [A.7] peuvent s’e´crire en fonction des composantes de cette
courbure e´tendue comme
Φ = Lµ = Φ¯µν = 0 χµν − χνµ + 13Ωµνσρχσρ = 0 (4.100)
Ces contraintes sont invariantes sous les transformations de jauge dans le super-espace,
de parame`tre un superchamp ge´ne´ral α,
A+ C+ Γ → e−α(d+∇+∇dϑ +A+ C+ Γ)eα (4.101)
On peut donc les re´soudre dans une jauge limitant la complexite´ des connexions. On va
tout d’abord fixer α de manie`re a` ce que toutes les de´rive´es de Γµ par rapport aux coor-
donne´es fermioniques θ et ϑµ n’aient pas de composante comple`tement antisyme´trique,
une fois les coordonne´es fermioniques fixe´es a` ze´ro. Pour ce faire, on va de´finir eα comme
un produit de eαI . Il est aise´ d’e´liminer la composante Γµ |0 de Γµ aux coordonne´es fermio-
niques fixe´es a` ze´ro, en choisissant α1 = Γµ |0ϑ
µ. Le superchamp ainsi obtenu n’a pas de
composante a` l’ordre ze´ro, et on peut e´liminer la composante antisyme´trique
(
∂
∂θ[µ
Γν]
)
|0
en choisissant α2 = 12
(
∂
∂θ[µ
Γν]
)
|0
ϑµϑν . On de´termine de meˆme toutes les composantes de
α, mise a` part celle qui ne de´pend pas des coordonne´es fermioniques qui correspond a`
l’invariance de jauge ordinaire, de telle sorte que les superchamps C et Γ ve´rifient
C|0 = 0
( ∂
∂ϑ[µ
∂
∂ϑν
· · · ∂
∂ϑρ
Γσ]
)
|0
=
( ∂
∂θ
∂
∂ϑ[µ
∂
∂ϑν
· · · ∂
∂ϑρ
Γσ]
)
|0
= 0 (4.102)
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Nous allons maintenant re´soudre l’e´quation Φ¯ = 0, qui s’e´crit
∇dϑΓ + Γ2 = −|dϑ|2A− (4.103)
et dont l’identite´ de Bianchi implique
dϑµ
∂
∂ϑµ
A− − dϑµθ∂µA− = ∂−Γ + [A−,Γ] + dϑµϑµ∂−A− (4.104)
Chaque composante du terme de gauche a` l’ordre ze´ro en θ est un tenseur comple`tement
antisyme´trique alors qu’aucune composante du terme de droite n’est comple`tement anti-
syme´trique dans la jauge choisie. Les composantes a` l’ordre ze´ro en θ de A− se re´duisent
donc a` sa composante a` l’ordre ze´ro en ϑ. En examinant de la meˆme manie`re la compo-
sante en θ, en supposant connues ses composantes a` θ = 0, on en de´duit que A− s’e´crit
en composantes
A− = A− + θ
(
η − ϑµ∂µA−
)
(4.105)
On re´sout ensuite (4.103) en y substituant cette solution. La composante a` l’ordre
ze´ro dans les coordonne´es fermioniques donne
(
∂
∂θµ
Γν
)
|0
= −δµνA−. La nullite´ de
Γµ |0 implique la nullite´ de
(
∂
∂θµ
∂
∂θν
Γρ
)
|0
, la nullite´ de
[(
∂
∂θµ
Γν
)
|0
,
(
∂
∂θρ
Γσ
)
|0
]
, celle de(
∂
∂θµ
∂
∂θν
∂
∂θρ
Γσ
)
|0
et ainsi de suite jusqu’a` la composante de plus haut degre´ en ϑ. De
la meˆme manie`re on obtient
(
∂
∂θ
∂
∂θµ
Γν
)
|0
= −δµνη et
(
∂
∂θ
∂
∂θµ
∂
∂θ{ν
Γρ}
)
|0
− ∂{νδρ}µA− =
−δνρ∂µA− qui donne
(
∂
∂θ
∂
∂θµ
∂
∂θν
Γρ
)
|0
= 2δρ[µ∂ν]A−. La nullite´ de (dϑµϑ
µ)2 implique enfin
que toutes les autres composantes sont nulles, et ainsi Γµ = −ϑµA−. On peut ve´rifier que
cette expression de´finit une solution cohe´rente de la contrainte Φ¯ = 0.
La contrainte Φ = 0 de´termine A+ en fonction de C comme A+ = −∇C − C2. On
introduit alors les fonctions A˜ et A˜+ des variables fermioniques ϑ, telles que la composante
d’ordre ze´ro en ϑ de A˜ soit nulle, et on de´compose C comme
C ≡ −A˜− θ(A˜+ + A˜2) (4.106)
La contrainte Lµ = 0 de´termine Aµ comme suit
Aµ =
∂
∂ϑµ
A˜− ϑµ
(
η +D−A˜− ϑν∂νA−
)
+ θ
(
−∂µA˜−
[ ∂
∂ϑµ
A˜ , A˜
]
− ∂
∂ϑµ
A˜+
+ ϑµ
(
D−A˜+ − ∂+A− +
[
A˜ , η +D−A˜− ϑν∂νA−
]))
(4.107)
Les premie`res composantes deAµ etA+ sont ainsi donne´es par les premie`res composantes
de A˜ et A˜+, qu’on identifie ainsi a` Aµϑ
µ et A+. On peut alors ve´rifier explicitement que
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la courbure χµν se de´compose en χµν = −δµνη + χ[µν], avec
η= η +D−A˜− ϑµ∂µA− + θ
(
D−A˜+ − ∂+A− +
[
A˜ , η +D−A˜− ϑµ∂µA−
])
χ[µν]=
∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜− 2ϑ[µ
(
D−
∂
∂ϑν]
A˜− ∂ν]A−
)
+ ϑµϑνD−
(
η +D−A˜− ϑµ∂µA−
)
+θ
(
∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜+ − 2∂[µ ∂
∂ϑν]
A˜−
[ ∂
∂ϑµ
A˜ ,
∂
∂ϑν
A˜
]
(4.108)
−2ϑ[µ
(
D−
∂
∂ϑν]
A˜+ + ∂ν]
(
η +D−A˜− ϑµ∂µA−
)
+
[ ∂
∂ϑν]
A˜ , η +D−A˜− ϑµ∂µA−
])
+ϑµϑν
(
D−
(
D−A˜+ − ∂+A−
)
+ 2
(
η +D−A˜− ϑµ∂µA−
)2)
+
[
A˜ ,
∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜− 2ϑ[µ
(
D−
∂
∂ϑν]
A˜− ∂ν]A−
)
+ ϑµϑνD−
(
η +D−A˜− ϑµ∂µA−
)])
Nous allons maintenant re´soudre la contrainte d’autodualite´ χ[µν]+ = 0. La compo-
sante a` l’ordre ze´ro implique
( ∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜
)
|0
= P−µν
σρ
( ∂
∂ϑσ
∂
∂ϑρ
A˜
)
|0
≡ χµν (4.109)
ou` χ est une 2-forme anti-autoduale gradue´e impaire. Au premier ordre en ϑ, on obtient
P+µν
σρ
(( ∂
∂ϑλ
∂
∂ϑσ
∂
∂ϑρ
A˜
)
|0
+ 2δλσFρ−
)
= 0 (4.110)
qui donne ( ∂
∂ϑσ
∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜
)
|0
= −ΩµνσρFρ− (4.111)
La composante suivante
P+µν
λκ
( ∂
∂ϑσ
∂
∂ϑρ
∂
∂ϑλ
∂
∂ϑκ
A˜
)
|0
= 2P+µνσρD−η − 4P+µν[σ
λ
D−χρ]λ (4.112)
permet de de´terminer la troisie`me composante de A˜ comme suit
( ∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
∂
∂ϑσ
∂
∂ϑρ
A˜
)
|0
= ΩµνσρD−η − Ω[µνσλD−χρ]λ (4.113)
Par re´currence, toutes les composantes de A˜ sont de´termine´es en fonction des champs de´ja`
de´finis. Si on prend la forme e´tendue (2.103) et qu’on y substitue ϑµ a` dxµ, ϑµFµ− a` dAΦ¯,
ainsi queD− a` chaque commutateur avec Φ¯, on obtient tre`s exactement la forme comple`te
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de A˜. On re´sout ensuite de la meˆme manie`re les termes line´aires en θ de la contrainte anti-
autoduale. La composante line´aire en ϑ de A˜+ est libre ; on de´finit A˜+ = A++Ψµϑ
µ+· · · .
Le premier terme de la contrainte implique que( ∂
∂ϑµ
∂
∂ϑν
A˜+
)
|0
= Hµν + Fµν (4.114)
ou` H est une 2-forme anti-autoduale paire. On montre que toutes les autres composantes
de A˜+ sont e´galement de´termine´es en fonction des champs de´ja` de´finis. En appliquant les
meˆmes substitutions de´finissant A˜ a` partir de (2.103), auxquelles on ajoute la substitution
de F+− a` [Φ, Φ¯], on peut e´crire toutes les composantes de A˜+ en fonction de celles de la
forme e´tendue (2.107).
La solution ge´ne´rale des contraintes incluant les degre´s de liberte´ longitudinaux dans
le super-espace peut eˆtre obtenue via une super-transformation de jauge (4.101) a` l’aide
d’un superchamp ge´ne´ral de composante d’ordre ze´ro nulle. On de´finit la fonction paire
de ϑ, γ˜ ve´rifiant γ˜|0 = 0 et la fonction gradue´e impaire de ϑ, c˜ ; en fonction desquels on
de´finit le superchamp α par
eα ≡ e−θϑµ∂µeγ˜eθc˜ = eγ˜
(
1 + θ
(
c˜− e−γ˜ϑµ∂µeγ˜
))
(4.115)
La forme ge´ne´rale de C est alors
C = c˜− e−γ˜(ϑµ∂µ + A˜)eγ˜ − θe−γ˜(∂+ + A˜+)eγ˜ − θ(c˜− e−γ˜(ϑµ∂µ + A˜)eγ˜)2 (4.116)
dont la composante a` l’ordre ze´ro en θ correspond a` la forme e´tendue (2.105). Les si-
militudes avec la syme´trie vectorielle de la the´orie de type cohomologique ne s’arreˆtent
pas la`. On peut en fait de´finir la fixation de jauge sur le super-espace, ∂mAm, dont le
de´veloppement en composantes est similaire a` la fixation de jauge (2.111).
Re´sumons la re´solution des contraintes. Les superchamps C, Γµ et Am contiennent
respectivement 29, 8 ·29 et 10 ·29 degre´s de liberte´, incluant 29 degre´s de liberte´ longitudi-
naux associe´s a` l’invariance de jauge dans le superespace. La contrainte Φ¯ e´limine A− en
fonction de Γµ et contraint celui-ci a` n’avoir que de 2
9 degre´s de liberte´. Les contraintes
Φ et Lµ de´terminent respectivement A+ et Aµ en fonction de C et Γµ. A ce point nous
avons donc deux superchamps C et Γµ admettant chacun 2
9 degre´s de liberte´, dont 29
sont des degre´s de liberte´ de pure jauge. La contrainte anti-autoduale contraint enfin C
a ne de´pendre que de 32 degre´s de liberte´, laissant bien les 16 + 16 degre´s de liberte´
transverses de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique dans sa formulation tordue en
composantes [A.7].
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A.1 Syme´trie topologique vectorielle de BRSTQFT
L. Baulieu, G. Bossard et A. Tanzini,
« Topological vector symmetry of BRSTQFT and construction of
maximal supersymmetry »
JHEP 0508, 037 (2005), hep-th/0504224.
Dans les the´ories de type cohomologique, la BRST exactitude de l’action permet
de choisir librement les parame`tres de chaque terme du fermion de jauge invariant par
rapport aux syme´tries globales de la the´orie. Une manie`re naturelle de fixer la jauge
consiste a` contraindre l’ante´ce´dent BRST du tenseur e´nergie impulsion a` eˆtre conserve´
modulo les e´quations du mouvement. On montre dans cette publication, que lorsque la
the´orie est de´finie sur une varie´te´ riemannienne admettant un champ de vecteur constant
κ, la conservation de ce tenseur est e´quivalente a` la donne´e d’une syme´trie vectorielle, δ,
qui anticommute avec l’ope´rateur BRST topologique s pour donner la de´rive´e de Lie le
long du champ de vecteur κ
{s, δ} = Lκ (A.1)
La donne´e de cette e´quation implique que l’ope´rateur e´tendu d+ s+ δ− iκ est nilpotent
(iκ est la contraction le long du vecteur κ). On de´finit dans cet article une ge´ne´ralisation
de la courbure e´tendue de Baulieu–Singer en quatre et huit dimensions, faisant intervenir
cette diffe´rentielle, a` partir de la de´finition d’une courbure e´tendue dans la the´orie de
Yang–Mills topologique couple´e a` la gravite´ topologique.
(d+ s+ δ − iκh)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2
= F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯ (A.2)
Cette e´quation de´termine la transformation des champs sous les ope´rateurs scalaire et
vectoriel, modulo la condition d’anti-autodualite´ sur la 2-forme antifantoˆme χ. Celle-ci
est de´finie de manie`re usuelle dans le cas quadridimensionnel, et fait intervenir la 4-forme
octonionique C en huit dimensions [16]. Le « h » en exposant du vecteur κh provient
du fait qu’on conside`re les champs comme e´tant de´finis sur le fibre´ principal associe´ a`
la the´orie de jauge couple´e a` la gravite´, et le vecteur κh comme le rele`vement horizontal
du vecteur κ de´fini sur la varie´te´ de base, via la de´finition d’une connexion de fond
ω˚⊕A˚ caracte´ristique du secteur topologique conside´re´. On montre dans cette publication
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que le fait de de´finir les e´quations de courbure e´tendue sur le fibre´ principal, permet de
comprendre le changement de variable de´fini en [73] du point de vue de celles-ci, a` travers
la formule
exp(−iξh)(d+ S) exp(iξh) = d+ S − Lξh + iSξh− 1
2
{ξh,ξh}
= d+ S − Lξh + i( 1
2
i 2
ξh
R˚)v + i( 1
2
i 2
ξh
F˚ )v + i(Sξ− 12{ξ,ξ})h
(A.3)
On retrouve apre`s construction de l’action contrainte par les syme´tries, que le tenseur
e´nergie impulsion admet un ante´ce´dent conserve´ modulo les e´quations du mouvement.
On note que ce dernier posse`de une composante antisyme´trique BRST invariante, de telle
sorte que ce tenseur ne de´finit une syme´trie de l’action que pour les vecteurs constants,
et non pour tout vecteur de Killing laissant invariante la structure Spin(7). La de´finition
de la repre´sentation des charges scalaire et vectorielle via l’e´quation de courbure e´tendue
e´tablit un « e´quilibre » entre les fantoˆmes et les antifantoˆmes. Ceci re´sulte du fait que la
de´finition d’un vecteur constant sur la varie´te´ est une premie`re e´tape vers la re´duction
dimensionnelle de la the´orie, et que les re´ductions dimensionnelles sur le cercle des the´ories
de type cohomologique souches en quatre et huit dimensions sont des the´ories de type
cohomologique dites e´quilibre´es [47]. Ces dernie`res admettent un groupe de syme´trie
globale SL(2,R) dont un sous groupe U(1) de´finit la conservation du nombre de fantoˆmes.
On montre dans cet article que la the´orie souche admet comme syme´trie une involution
vectorielle, qui intervertit les fantoˆmes et les antifantoˆmes. L’action s et δ invariante,
invariante par rapport a` la syme´trie globale Spin(7) (SO(4) en quatre dimensions), peut
en fait s’e´crire comme sδ
∫
1
|κ|
2 F modulo la seconde classe de Chern. Dans le cas d’une
configuration topologique triviale, cette fonction s’e´crit
F = Tr
(
1
2
g(κ)∧C∧
(
A∧dA+
2
3
A3
)
+
(
g(κ)η + iκχ
)
∧
⋆Ψ
)
(A.4)
Elle rappelle la fonction de Morse de la the´orie e´quilibre´e correspondante en dimension
sept (trois avec C = 1).
Sur un espace plat, on montre que les charges scalaire et vectorielle s et δ de´terminent
l’action Spin(7) invariante, ne faisant pas intervenir de terme qui ne serait pas renor-
malisable par comptage de puissance apre`s re´duction dimensionnelle jusqu’en quatre
dimensions. Du point de vue de la the´orie supersyme´trique, ces charges de´finissent un
sous super-groupe du super-groupe de super-Poincare´ de la supersyme´trie maximale en
huit dimensions qui admet une repre´sentation fonctionnelle sur les champs et qui est
suffisante pour contraindre correctement l’action.
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Cette construction est ensuite ge´ne´ralise´e au cas de la the´orie de type cohomo-
logique e´quivariante par rapport a` un groupe abe´lien K × H, produit d’un groupe
d’isome´tries K de la varie´te´ et d’un tore maximal du groupe de jauge H ⊂ G. Cette
extension e´quivariante est en fait pertinente pour obtenir des proprie´te´s de localisation
supple´mentaires de la the´orie [49, 83]. Elle correspond a` la torsion d’une the´orie super-
syme´trique dite dans des fonds Ω, de´finie par re´duction dimensionnelle de la the´orie en
dix dimensions, elle meˆme de´finie sur un espace correspondant a` une fibration de base
torique et de fibre la varie´te´ octodimensionnelle [48]. On de´finit ainsi la courbure e´tendue
(d+ sk + δk− iκh+ξ∗+|κ|2ξ¯∗)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2
= F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯ (A.5)
ou` ξ∗ et ξ¯∗ sont des vecteurs de´finis sur le fibre´ principal qui engendrent l’action de K×H
sur ce dernier. L’action peut encore s’e´crire sous la forme skδk
∫
1
|κ|
2 F , modulo la seconde
classe de Chern. L’involution vectorielle n’est cependant une syme´trie de la the´orie que
dans le cas ξ∗ = ξ¯∗. Or l’invariance par rapport a` δk implique de fortes contraintes sur
π∗ξ¯
∗ alors que (dπ∗ξ
∗)ab doit de´finir une matrice non de´ge´ne´re´e pour que la the´orie ait des
proprie´te´s de localisation inte´ressantes. On montre e´galement dans ce cas ge´ne´ralise´ que
l’action est uniquement de´termine´e par les charges scalaire et vectorielle sur un espace
euclidien.
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Topological vector symmetry of BRSTQFT and
construction of maximal supersymmetry
abstract
The scalar and vector topological Yang–Mills symmetries determine a
closed and consistent sector of Yang–Mills supersymmetry. We provide
a geometrical construction of these symmetries, based on a horizonta-
lity condition on reducible manifolds. This yields globally well-defined
scalar and vector topological BRST operators. These operators generate
a subalgebra of maximally supersymmetric Yang–Mills theory, which is
small enough to be closed off-shell with a finite set of auxiliary fields
and large enough to determine the Yang–Mills supersymmetric theory.
Poincare´ supersymmetry is reached in the limit of flat manifolds. The ar-
bitrariness of the gauge functions in BRSTQFT’s is thus removed by the
requirement of scalar and vector topological symmetry, which also de-
termines the complete supersymmetry transformations in a twisted way.
Provided additional Killing vectors exist on the manifold, an equivariant
extension of our geometrical framework is provided, and the resulting
“equivariant topological field theory” corresponds to the twist of super
Yang–Mills theory on Ω backgrounds.
A.1.1 Introduction
Topological Yang–Mills theories have been studied extensively in various dimensions
some years ago [16, 27, 23, 63]. They can be defined as a BRST invariant gauge-fixing
of a topological invariant, and their topological observables are determined from the
cohomology of the topological BRST scalar symmetry, whose geometrical interpretation
is well understood.
However, a yet unsolved mystery is their relation, by a twist operation, to Poincare´
supersymmetric theories, which describes particles. There is good evidence that this
relation also extends to the case of topological gravity versus supergravity [64]. In fact,
since topological symmetry has a clear geometrical interpretation, it has been proposed to
use it to define Poincare´ supersymmetry. Here we reach an understanding of the so-called
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vectorial topological symmetry of TQFT’s, which further support this idea.
Vector symmetry was first observed as an invariance of the Chern–Simons action,
gauge-fixed in the Landau gauge [65]. Its existence can be heuristically guessed from the
possible conservation of the BRST antecedent of the energy momentum tensor. For a
topological action that is the twist of a supersymmetric theory, its expression is identical
to the symmetry that one obtains by twisting the spinorial generators of Poincare´ super-
symmetry, (as for the case of the scalar topological BRST operator). In fact, the twisted
formulation has been used to greatly improve the study of various non-renormalization
properties of N = 2 and 4 supersymmetric theories [68, 69, 70, 108].
This paper focuses to the Yang–Mills case. We show that the vectorial topological sym-
metry can be directly introduced, geometrically, prior to the construction of the TQFT.
Basically, the vector symmetry arises when one associates reparametrization symmetry
and topological symmetry in a relevant way. It is important to work on manifolds that
contain at least one covariantly constant vector. Eventually, the super-Yang–Mills theory,
with Poincare´ supersymmetry, is reached by untwisting the theory, in the limit of flat
manifolds.
We also use the method for constructing “equivariant topological field theories”, whose
observables are related to the equivariant cohomology classes of the moduli space of
instantons. In fact, these topological theories can be seen as the twisted versions of the
Super Yang–Mills theories on the Ω background introduced in [48], that are deformed
version of ordinary supersymmetric theories.
The scalar and vector invariances of TQFT’s constitute a relevant subalgebra that
can be closed “off-shell”. Eventually, this subalgebra is sufficient to completely determine
the full “on-shell” set of supersymmetry generators in the flat space limit. We actually
show that the invariance under scalar and vector symmetry, which we will geometrically
construct, is sufficient in order to fully determine the N = 2 supersymmetric action, in 8
and 4 dimensions, respectively. In the latter case the supersymmetry with its 8 generators
is actually determined by the construction of 5 generators, which build a closed algebra,
and in the former case, 9 generators are sufficient to determine the supersymmetry with
its 16 generators. The rest of the generators, (they are antiselfdual tensor in the twisted
form), can be considered as an effective symmetry, that one gets for free as an additional
symmetry of the action. They complete the scalar and vector symmetry generators into
a set that can be untwisted toward Poincare´ supersymmetry. They have no geometrical
interpretation in our knowledge, and, moreover, the complete set of generators cannot be
closed off-shell for the case of maximal supersymmetry, with 16 generators. Our result
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solves in particular the paradox that for maximal supersymmetry, there is no set of
auxiliary fields for closing the on-shell set of supersymmetry transformations.
Determining the TQFT, and afterward the supersymmetric theory, from a symmetry
principle that has a clear geometrical meaning, appears to us as a progress. Indeed, in
earlier works, after having the geometrical construction of the scalar topological BRST
symmetry, the determination of the action was tantamount to that of “topological gauge
functions”, including selfduality equations, but was not relying on a symmetry principle.
Rather, one was looking for selfduality equations for the gauge fields, which one can en-
force in a BRST invariant way. The lack of a complete symmetry principle was frustrating
in this construction.
The way the geometrical construction for the scalar and vector BRST symmetries
works is through the construction of two nilpotent graded differential operators s and
δ that are nilpotent and anticommute up to a Lie derivative. These operators have a
transparent meaning in the fiber bundles where the Yang–Mills field and the classical
gravitational field are naturally defined. At each step of our construction, the necessary
requirement of global well definition can be checked.
There is eventually a duality symmetry between s and δ, which merely express a
symmetry between topological ghosts and antighosts. This gives a better understanding of
antighosts as geometric entities, instead as BRST antecedents of the Lagrange multipliers
of gauge functions, as has been traditionally done, through the notion of trivial BRST
quartets.
In the generic case of 8 dimensions for maximal supersymmetry, the necessity of having
a manifold with a constant vector implies that its holonomy group be G2, or a subgroup
of G2. For such manifolds, the vector symmetry can be globally defined. Some example of
such eight dimensional manifolds are given by T 4×K3 and T 2×CY3, where the Calabi–
Yau 3-fold could be for example any quintic of CP4. These spaces are compatible with
the twist operation from the topological symmetry to Poincare´ supersymmetry. Notice
that global supersymmetric theories must be defined in flat space, where the notion of
a constant vector is not a restriction. It is only for the twisted case that the choice of
the manifold is an issue. In 4 dimensions, to have a vector symmetry and perform twist
operations, the space must be flat.
The formula that we will obtain are very similar in four and eight dimensions. Our
results can be extended in lower dimensions by using dimensional reduction.
One may consider special actions with higher order derivative terms that depend on
the twisted variables, and are invariant under both scalar and vector BRST symmetries.
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(Scalar and vector BRST invariant actions that are quadratic in the field derivatives
are automatically invariant under the full supersymmetric algebra in flat space). Such
actions, which are only invariant under a smaller but consistent supersymmetry, can be
defined on direct products of flat manifolds times manifolds of special holonomy.
From a physical point of view, our approach brings new insight for N = 4 super-
Yang–Mills in four dimensions. Having a closed off-shell algebra tremendously clarifies
the control of the renormalization, since it allows for a standard BRST quantization.
In previous covariant formulations, one must use instead a symmetry, which is larger in
a spurious way, and only closes modulo equations of motion. Moreover, in the twisted
formulation, the geometrical equations also directly introduce all Faddeev–Popov ghost
in a consistent way, and BRST quantization and renormalization follow by imposing
only both scalar and vector topological symmetries. One expects that this permits one
to directly show that the renormalized gauge independent observables maintain their
supersymmetry covariance. These facts will be published in a separate work, including
the derivation of the N = 4, d = 4 theory in the twisted formulation, and an improved
and simpler proof of renormalization and finiteness.
Eventually, we express the topological acions as a sδ-exact (i.e, scalar and vector
BRST-exact) term, with a nice correspondence with the Chern–Simon action. In fact
our formula are reminiscent of previous one found in the general context of “balanced
topological theories”, [47], withNT ≥ 2, but here we manage to consider the caseNT = 1,
with a pair of “balanced operators” (s and δ), by using a covariantly constant vector in
the manifold. Then, it is quite natural to write supersymmetric actions as a sδ-exact
term, but the potential cannot be generally considered as a Morse function, and it allows
for ghosts and antighost that different tensor structures.
The paper is organized as follows. We first give heuristic evidence that the vector
symmetry is a consequence of the possible conservation of the BRST-antecedent of the
energy-momentum tensor of a TQFT - in fact it is equivalent. Then we give the important
result that there is a geometrical construction of the vector symmetry which is completely
independent of the idea of Poincare´ supersymmetry. (We include a section for ensuring
global consistency of the formula). We display the invariant action under various forms,
and briefly discuss the untwisting toward supersymmetry. In the last part of the paper,
we show the equivariant extension of our formulation and show the relationship with
twisted supersymmetry on the Ω-background.
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A.1.2 Physical evidence for vector symmetry
Let S be a BRSTQFT topological action. Its Lagrangian is reparametrization inva-
riant. In local coordinates, Lξ represents the action of diffeomorphisms on the fields, and
we can define local functionals LAµ(x− y) corresponding to each field ϕA of the theory
as follows :
LξϕA(x) = −
∫
M
dnyξµ(y)LAµ(y − x) (A.6)
We are aware that in order this operator be globally well-defined, we should add to the
Lie derivative Lξ gauge transformations that permit its covariantization. However, in
this section, we only consider operators that are basically defined modulo gauge trans-
formations, in such a way that this subtlety is not relevant. Global requirements will be
fulfilled when we will construct the vector symmetry, the existence of which we heuristi-
cally justify in this section. The reparametrization invariance of S implies the “off-shell”
conservation law :
∇νTµν(x) = 1√
g
∑
A
∫
M
dny LAµ(x− y) δ
LS
δϕA(y)
(A.7)
where δL denotes the left-derivative, and Tµν is the energy momentum tensor
Tµν =
1
e
δab
δS
δeµb
eaν (A.8)
Up to a topological term, the action S is s-exact, S = s
∫
M
Ψ, where the topological
gauge function Ψ has ghost number −1 and s is a topological BRST operator, which is
a scalar under reparametrization. The s-exactness of the action implies that the energy
momentum tensor is also s-exact. Thus :
Tµν = sΛµν (A.9)
where Λµν is a local functional of the fields and has ghost number -1. The gauge function
Ψ is yet arbitrary. Our aim is of removing this indetermination by a symmetry principle.
The latter should also be a canonical property that defines a regularized action in the
path integral.
We propose that this additional requirement is that the energy momentum tensor
admits a conserved BRST antecedent, modulo equations of motions, consistently with
Eq.(A.9) :
∇νΛµν ≈ 0 (A.10)
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As a matter of fact, this property (A.10) determines the theory in the Yang–Mills
case, by adjusting all coefficients in the possible topological gauge functions Ψ, in such a
way that one eventually gets the twisted Yang–Mills supersymmetric action.
Eventually, we will transform this property into a symmetry principle.
Since Λµν is a local functional of the fields, its conservation law must take the form
∇νΛµν(x) = 1√
g
∑
A
∫
M
dny VAµ(x− y) δ
LS
δϕA(y)
(A.11)
where VAµ(x − y) are local functionals with ghost number −1 of the fields ϕA. As in
the case of the energy momentum tensor, where LAµ determines the diffeomorphism
generators, we can define from the VAµ the following vector operator [66, 67] :
δϕA(x) = −
∫
M
dny κµ(y)VAµ(y − x) (A.12)
Here κµ(y) is a globally well defined given vector field (which makes a distinction as
compared to the ghost ξµ(x) of the diffeomorphism symmetry). Note also that this trans-
formation is not an infinitesimal one, κ is a finite vector field. Asking for the invariance
of the action S under δ-transformations restricts the choice of κ. One has indeed :
δS=−
∫
M
dnx
∑
A
∫
M
dny κµ(y)VAµ(y − x) δ
LS
δϕA(x)
=
∫
M
dnx
√
gΛµν∇νκµ
(A.13)
(In the last equality we performed an integration by parts, so the necessity of global
consistency must be remembered). From Eq. (A.13) we deduce that the δ-invariance of
the action only holds if κ is covariantly constant. We stress that, κ being a Killing vector
is sufficient, since Λµν is generally non symmetrical, see Sect.5 for more details.
The association between a global symmetry of the theory and the conservation of a
current is nothing but the Noether theorem. As a matter of fact, on any given specific
case, one can redefine Λµν by the addition of a term linear in the equations of motion, in
such way that its conservation law takes the simpler form
∇νΛ′µν(x) =
∑
A
VAµ(x)
δLS
δϕA(x)
(A.14)
Under this form, Λ′µν can be identified to the Noether current associated to the δ sym-
metry.
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The statement that the conservation equation determines the complete form of the
operator δ is however a non trivial one. As we will see further down, in this heuristic deri-
vation, δ is determined modulo gauge transformations and terms linear in the equations
of motion.
The understanding of the vector symmetry requires the determination of its commu-
tation relations with the scalar BRST symmetry. We have :∫
dnyLµA(x− y) δS
δϕA(y)
=
√
g∇νTµν(x) = s
∫
dnyVµA(x− y) δS
δϕA(y)
=
∫
dny
(
sVµA(x− y) δS
δϕA(y)
− (−1)AVµA(x− y)s δS
δϕA(y)
)
=
∫
dny
(
sVµA(x− y) +
∫
dnzVµB(y − z)δsϕA(y)
δϕB(z)
) δS
δϕA(y)
(A.15)
where the sum over repeated indices is assumed, as well as the fact that the functionals
derivatives are taken to the left. To prove Eq. (A.15), one uses the following identity,
which is consequence of the s-invariance of S :
0=
∫
M
dnz
δ
ϕA(y)
(
sϕB(z)
δS
δϕB(z)
)
=
∫
M
dnz
(
δsϕB(z)
δϕA(y)
δS
δϕB(z)
+ (−1)(A+1)BsϕB(z) δ
ϕA(y)
δS
δϕB(z)
)
=
∫
M
dnz
δsϕB(z)
δϕA(y)
δS
δϕB(z)
+ (−1)As δS
δϕA(y)
(A.16)
In fact, Eq. (A.15) indicates that one has
{s, δ} ≈ Lκ (A.17)
on all fields ϕA, at least modulo gauge transformations and modulo terms proportional
to the equations of motion.
This point is not completely obvious. Eq. (A.17) would be exact if the Eq. (A.15)
would constrain the both functionals LµA(x−y) and sVµA(x−y)+
∫
dnzVµB(y−z) δsϕA(y)δϕB(z)
to be equal. The indetermination of this equation reverts to the determination of the
solution of the equation ∫
dnyRµA(x− y) δS
δϕA(y)
= 0 (A.18)
and the equation (A.17) is satisfied modulo the transformations which could be generated
by the functional RµA. One has actually an analogous situation for the determination of
the operator δ from the conservation low of Λµν .
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We first observe the existence of the following solution of Eq. (A.18)
RµA(x− y) =
(
RµAB(x− y)− (−1)ABRµBA(x− y)
) δS
δϕB(y)
(A.19)
for any local functional of the fields RµAB. Because of this solution the commutation
relation of s and δ could be true only modulo terms involving the equations of motion.
One has to check whether there are other solutions of the equation (A.18) that cannot be
written as a term linear in the equations of motion. We assume that all local functionals
which are zero when the equations of motion are satisfied are linear in the equations
of motion thereself via a local functional of the fields. With this assumption, if there is
another solution, we can differentiate the equation (A.18) with respect to ϕB(z), and
obtain (∫
dnyRµA(x− y) δ
2S
δϕA(y)δϕB(z)
)
˛˛˛
δS
δϕA
=0
= 0 (A.20)
when the equations of motion are satisfied. The functional δ
2S
δϕAδϕB
is only degenerated
in theories with constraints. The solution of the equation (A.20) is by definition a gauge
transformation. So the general solution of the equation (A.18) is a sum of terms linear
in the equations of motion, and of local functionals which correspond to gauge trans-
formations (or reparametrizations in gravity). Therefore δ and its commutator with s
are determined modulo gauge transformations and equations of motion from (A.11) and
(A.15).
At this level of the discussion, one may feel frustrated by the lack of geometrical
understanding of the situation, and it appears that a direct construction of δ, which
satisfies Eq.(A.17) and has ghost number -1, is needed.
Therefore we now adopt the attitude that one must reverse the point of view, and
directly construct both differential operators s and δ, from geometrical principles. Then
the determination of the action from s and δ invariances will warranty the conservation
law of both the energy momentum tensor and of its s−antecedent Λµν 1. The determi-
nation of the superPoincare´ algebra will be a corollary, using twist arguments that are
allowed on the manifold that we will use.
The following sections are devoted to the geometrical construction of the symmetries
in the Yang–Mills case, for the generic dimensions 4 and 8. We will also construct ab-
initio the differential operators s and δ, with an interesting irruption of antighosts on
1The question of anomalies of s and δ invariances is of course an interesting question
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the scenery. In fact, their geometrically interpretation will arise form a duality relation
between the ghosts and the antighosts, as in balanced topological field theories.
The algebra will respect by construction the closure relation Eq.(A.17) that is sug-
gested by the above heuristic discussion. Eventually, we will compute the antecedent of
the energy momentum tensor, and verify that it generates the δ-symmetry.
A.1.3 The gravitational and Yang–Mills extended curvatures
Topological symmetry and globality requirement
The Yang–Mills topological symmetry BRST operator stop is defined from the equa-
tion
(d+ stop)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F +Ψ+ Φ (A.21)
Ref. [16] gives the interpretation of all fields in Eq.(A.21).
To extend this horizontality condition and eventually define the vector symmetry, we
found that we must make it compatible with reparametrization invariance, and, moreover,
antighost dependent. In fact, by finding the way of combining consistently topological
symmetry and reparametrization invariance, we will define scalar and vector topological
invariances and reparametrization symmetry, with transformation laws that are globally
well-defined. To obtain global consistency, we face the not so trivial question of expressing
the transformation laws of Yang–Mills connections under reparametrizations, in the base
space M , over which one compute the path integral. The appropriate language is well-
known : it is the fiber bundle formalism. It allows one to define connections and their
curvatures, and, eventually, combine Eq.(A.21) with reparametrization symmetry. We will
show that the symmetry transformations of the fields are most easily obtained when they
are lifted in the fiber bundle. Then we will give the prescription to perform the projection
on the base space, which defines the fields that one can insert in a path integral. Taking
equal to zero the background connection is basically the wish for the impatient reader.
The latter can identify the vector ghost that expresses the reparametrization ghost in the
base space with its lifted expression in the fiber bundle. (The background connections for
Lorentz and Yang–Mills invariances that we will shortly introduce, A˚ and ω˚, define the
horizontal lift of the reparametrization ghost, from ξ to ξh. Taking A˚ = ω˚ = 0 is often
possible for field configurations that one encounters in quantum field theory, so one can
indeed often identify ξ and ξh)
Using the fiber bundle language is not an unjustified excess of mathematical rigor.
It allows the construction of an action that is a well-defined integral over the whole
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manifold, by ensuring that the Lagrangian and the symmetry transformations involve
globally well defined objects.
To define the reparametrization symmetry, one uses the notion of spin-connection,
with ω as a gauge field for the Lorentz symmetry. This allows us to define the expression
of combined Lorentz and reparametrization symmetry, as was done long time ago in
the case of determining and classifying gravitational anomalies [71, 72, 73]. We will
first consider the purely gravitational bundle, and then generalize it for including the
topological Yang–Mills symmetry.
Eq.(A.21) only involves the topological ghosts. In [16] the antighosts are considered as
a trivial BRST sector, which one introduces in order to do the topological gauge-fixing.
At the heart of the notion of a TQFT, there is however a mapping between the ghost
and antighost Hilbert spaces. The introduction of the topological vector symmetry will
unexpectedly permit a transparent geometrical interpretation of the antighosts, “dual”
to that of the ghosts, with some relationship to the idea of antiBRST symmetry.
Pure gravitational case
We will construct a gravitational “horizontality condition” for defining the repara-
metrization symmetry and the way Yang–Mills connections and their topological ghosts
transform under reparametrization. We will eventually reach an algebra that is globally
well defined.
To carry out this program, we define the gravitational horizontality condition on the
total gravitational principal bundle Π over the manifold Mn, (n is either 4 or 8), over
which we will define the path integral.
SO(n)→ Π
↓
M (A.22)
Then, we will introduce a relevant background Lorentz connection ω˚.
A given connexion on Π is equivalent to the selection of a decomposition of its tangent
space
TΠ ∼= TV ⊕ TH (A.23)
It is known that the so(n) valued p-forms on M are identified by the use of local tri-
vializations to the equivariant forms in so(n) ⊗ ΛpTH∗. The gauge potential defined
on open sets of M is the local trivialization of the globally well defined connection in
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so(n) ⊗ TV ∗. In order not add too much notations, we will use the same notations for
the objects defined on Π as for their local trivializations on M .
The following covariant horizontality condition on Π defines a nilpotent and consistent
graded differential operator S, (which we donnot yet interpret), acting on the connection
ω and its ghost Ω
(d+ S)(ω + Ω)+ (ω + Ω)2 = exp(iξh)R (A.24)
ξh is the horizontal lift on TH0 of the reparametrization ghost vector field ξ defined on
TM . Eq. (A.24) is the generalization of that first found in [71] forM . It is aimed to deter-
mine transformations that contain local Lorentz transformations and reparametrization
transformations, in the BRST formalism. The ξh- dependence, instead of a genuine ξ-
dependence, involves the existence of a background connexion ω˚, which allows us to make
reparametrization explicitly compatible with (Lorentz) gauge transformations2. R = dωω
is the definition of the curvature in Π.
The contraction operator iξh acts on all relevant objects in Π, forms and connections.
An easy computation gives the following identity on Π :
exp(−iξh)(d+ S) exp(iξh) = d+ S − Lξh + i(Sξh− 1
2
{ξh,ξh}) (A.25)
where Lξh = [iξh , d].
The nilpotency of the graded operator (d+S) amounts to that in the rhs of Eq.(A.25).
This equation implies the introduction in M of a vector field ϕ = Sξ − 1
2
{ξ, ξ}, that we
may call a ghost of ghost of the reparametrization ghost ξ. We must have for consistency
the following transformation laws :
Sξ=ϕ+ 1
2
{ξ, ξ}
Sϕ=Lξϕ (A.26)
(Ref. [72] explains the algebraic details of this construction). Provided that the latter
equation is satisfied, nothing forbids that ϕ 6= 0.
ϕ is a vector field on TM , with horizontal lift ϕh on TH0 whose possible existence is,
for the moment, just a logical possibility.
In ordinary gravity, in order to interpret S as the BRST operator of plain reparame-
trization invariance, ϕ must be fixed to zero. In this case, S just express the ordinary
gravitational and Lorentz BRST symmetry. Formally, when ϕ 6= 0, Eq.(A.26) looks like
the Weyl extension of the Lie algebra of diffeomorphisms.
2We note TH0 the horizontal tangent space defined by the background connexion ω˚.
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Since ω˚ is a background field, Sω˚ = 0 and the BRST operator must commute with
the horizontal lift that it defines, S(ξh) = (Sξ)h, that is
Sξh=ϕh + 1
2
{ξ, ξ}h
=ϕh +
1
2
{ξh, ξh}+
(1
2
i 2ξhR˚
)v
(A.27)
where
(
1
2
i 2
ξh
R˚
)v
≡ rv is the fundamental vertical vector associated to the so(n)-valued
element 1
2
i 2
ξh
R˚. Eq.(A.27) can be read as a definition of the background curvature R˚ ≡
dω˚ω˚.
We can thus rewrite Eq.(A.25) in Π under the following form :
exp(−iξh)(d+ S) exp(iξh) = d+ S − Lξh + irv + iϕh (A.28)
We redefine on Π, Ω˜ ≡ Ω − iξhω, which must be written on M as follows, by the use of
local trivialization
Ω˜ = Ω− iξ(ω − ω˚) (A.29)
Indeed ω − ω˚ is a tensorial form, and truly corresponds to a horizontal form on Π ; we
can thus finally rewrite the gravitational horizontality condition in Π as :
(d+ S − Lξh + irv + iϕh)
(
ω + Ω˜
)
+
(
ω + Ω˜
)2
= R (A.30)
Eq.(A.30) can be expanded in ghost number, and projected on M .
For ϕ = 0, the resulting pure gravitational transformation laws depends on ω˚, and are
as those that were computed in [73], by asking that the gravitational BRST equations
correspond to a Lie algebra.
We will actually generalize Eq.(A.30), when the relevant new ingredients will be intro-
duced to combine it with the Yang–Mills topological symmetry and obtain the topological
vector symmetry, with ϕ 6= 0. We will perform the projection at this moment. So, we
momentarily leave Eq.(A.30) as it, and spend a few lines to comment on the operators
that appear in it.
Since it is defined on Λ•TV ∗, the contraction operator (irv) acts non trivially only
on the connection. It generates a term 1
2
i 2
ξh
R˚ when one expands in ghost number the
horizontality condition.
Lξh is defined as, Lξh ≡ [iξh , d], where d is the exterior derivative on Λ•TΠ∗. It is
defined for any p-form w to be :
Lξhw ≡
( d
dt
φ∗ξh, tw
)
|t=0
(A.31)
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where φ∗
ξh, t
is the pullback application of the flow φξh, t, defined by
d
dt
φξh, t(p)≡ ξh|φ
ξh, t
(p)
φξh, 0(p)≡ p (A.32)
The curve t ∈ [0, 1] → φξh, t(p) ∈ Π is the horizontal lift of t ∈ [0, 1] → φξ, t(πp) ∈ M
starting from p , where π is the projection from Π toM of the fiber bundle. As such, Lξh is
a parallel transport generator and since the parallel transports preserves the tensoriality
property of forms, Lξh does also. It follows that the projection of Lξh in M must be
locally expressed as :
Lξ + δLorentz(iξω˚) (A.33)
In fact, the projection inM of iξh is iξ for a tensorial form, and iξ(ω−ω˚) for a connection.
We will now address the possibility ϕ 6= 0 by coupling gravity to Yang–Mills topolo-
gical symmetry, so that S will have a more general interpretation, which will allow us to
define the vector topological symmetry.
Yang–Mills coupled to gravity
In order to couple the Yang–Mills symmetry with gravity and obtain a horizontality
condition for the topological Yang–Mills symmetry coupled to reparametrization sym-
metry, we introduce another (Yang–Mills) principal bundle P :
G→ P
↓
M (A.34)
The additional horizontal Yang–Mills lift is defined by introducing a background connexion
A˚ on P . One defines in P :
(d+ S)(A+ C)+ (A+ C)2 = exp(iξh)(F + Ψ + Φ) (A.35)
In an analogous way as in the previous section, we do a left-multiplication by the operator
exp(−iξh), and we obtain :
(d+ S − Lξh + ifv + iϕh)
(
A+ C˜)+ (A+ C˜)2 = F + Ψ + Φ (A.36)
where f v ≡
(
1
2
i 2
ξh
F˚
)v
( F˚ ≡ dA˚A˚) and C˜ ≡ C − iξhA.
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To absorb the reparametrization ghost dependence, it is convenient to define a new
operator Sˆ, from S [72]. For all fields, but the Faddeev-Popov ghosts Ω˜ and C˜, we define
Sˆ ≡ S − Lξ − δLorentz(iξω˚)− δgauge(iξA˚); (A.37)
and for Ω˜ and C˜, we define :
SˆΩ˜ ≡ SΩ˜− L˚ξΩ˜ + 1
2
i 2ξ R˚
SˆC˜ ≡ SC˜ − L˚ξC˜ + 1
2
i 2ξ F˚ , (A.38)
where L˚ξ ≡ [iξ, dω˚+A˚].
As a consequence of S2 = 0, one can check that :
Sˆ2 = −Lϕ − δLorentz(iϕω˚)− δgauge(iϕA˚) (A.39)
and
Sˆd+ dSˆ = 0. (A.40)
Using Sˆ or S is a matter of convenience, which depends on the problem at hand.
The “decoupled” (i.e, with no explicit ξ-dependence) horizontality conditions read on
Π and P :
(d+ Sˆ + iϕh)
(
ω + Ω˜
)
+
(
ω + Ω˜
)2
=R
(d+ Sˆ + iϕh)
(
A+ C˜)+ (A+ C˜)2=F + Ψ + Φ (A.41)
They look almost as standard equations in flat space, except for the appearance of
the operator iϕh .
To summarize, we started from horizontality equations that are well-defined in the fi-
ber bundle. By projection on the manifoldM , we obtain graded equations that determine
the operator S in local coordinates, with transformation laws that are by construction
globally well-defined, and will be shortly displayed. The redefinition of S into Sˆ gives
simple expressions.
By expansion in ghost number, the latter equations (A.41) determines the action of
the BRST operator Sˆ that is equivariant with respect to the reparametrization group.
After projection on M , they are :
SA− iξF + dAiξ
(
A− A˚)+ dAC˜=Ψ (A.42)
SC˜ − L˚ξC˜ + 1
2
[C˜, C˜] + iϕ
(
A− A˚)+ 1
2
i 2ξ F˚ =Φ (A.43)
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We have similar equations for the action of S on ω and Ωˆ. Using the relation between S
and Sˆ, the equations can be equivalently rewritten in the following way, which shows more
explicitly, term by term, that we have truly reached a globally well-defined definition of
the BRST operation Sˆ :
SˆA+ dAC˜=Ψ (A.44)
SˆC˜ + 1
2
[C˜, C˜] + iϕ
(
A− A˚)=Φ (A.45)
This latter expression of the symmetry is particularly convenient, in particular for
computing the invariant Lagrangian.
Putting equal to zero the background connections
The formula are simplest when one sets to zero the background connections A˚ =
0 and ω˚ = 0, and make no distinction between the vector fields in the fiber bundle
and in M (which is generally an improper choice from a global point of view, but is
sufficient in perturbative quantum field theory around the trivial vacuum). This gives
the transformation laws as in [72], which express the reparametrization and Yang–Mills
symmetry. As indicated at the time, they express the symmetry in two equivalent ways,
which are sufficient to control the symmetry of the TQFT :
SA+ dAC=Ψ + iξF
SC + 1
2
[C, C] =Φ + iξΨ+ 1
2
i 2ξ F (A.46)
and
(S − Lξ)A+ dAC˜ = Ψ
(S − Lξ)C˜ + 1
2
[C˜, C˜] + iϕA = Φ (A.47)
where C˜ = C − iξA. The expression of S in Eq.(A.46) is explicitly covariant, but tedious
to use. The expression of Sˆ ≡ (S − Lξ) in Eq.(A.47) is convenient, all dependence in
ξ is hidden, owing to the field redefinition C → C − iξA. Moreover, for an integral over
the manifold, S and Sˆ invariances are the same. This field redefinition looks not globally
well-defined, as iξA is ambiguous from a global point of view, but the above analysis has
taught us how to remedy this, it must be understood as C → C − iξ(A− A˚), and for the
rest one should keep in mind the dependence in the background connection A˚, indicated
in Eqs.(A.37,A.38).
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We actually have a consistent recipe : global consistency is obtained from the simplest
formulation with no background connection, provided one replaces all connections that
may appear in the form iϕω or iϕA by their difference with a background connection
iϕ
(
A− A˚) or iϕ(ω − ω˚). This eventually defines a differential Sˆ, which encodes the re-
levant information on the gauge symmetry and reparametrization. Sˆ-invariance defines
the theory.
The above presentation makes a bridge between the facts that the expression for the
BRST symmetry is simplest in the fibers bundle Π, P , defined over the manifoldM , while
it needs more elaborate formula onM , where quantum field theory is computed. It yields
unambiguously the dependence in the background connection that delivers well-defined
integrals over M .
Extended horizontality condition for the scalar and vector topological sym-
metry
We now reach the important point of the paper, that, given a given covariantly
constant vector κ on M , we can geometrically build the topological vector BRST opera-
tor out of a globally well-defined operator Sˆ. the vector symmetry will be shortly defined
as a differential graded operator δ with ghost number -1. We understood in section 2 that
a BRST-exact action can possibly define a vector symmetry that leaves it invariant. The
question is to find a geometrical way of building this vector symmetry.
Since we have in mind the determination of the vector symmetry from an “extended
horizontality condition”, we may wish to get a hint that it is possibly contained in the
geometrical formalism. We can see it from the following indirect argument, which heuris-
tically provides evidence that the ordinary horizontality condition of a NT = 1 TQFT
contains the germs of another symmetry than the usual topological BRST symmetry.
There are in fact topological theories with more than one scalar operator that can be
identified to a BRST operator. They are known as balanced topological theories [47].
They are often obtained by dimensional reduction of a NT = 1 TQFT. Such theories
have a symmetry between ghosts and anti-ghost which is SL(2,R) in the case of two
charges, NT = 2. Both BRST algebras can be described by a BRST-antiBRST horizon-
tality condition, which displays a symmetry between ghosts and anti-ghosts. For instance,
NT = 2 occurs when one dimensionally reduces from 4 to 3 (or from 8 to 7) dimensions
the genuine d=8 (or d=4) NT = 1 topological Yang–Mills theory. In this case, the topo-
logical ghost and antighost of the dimensionally reduced gauge field are symmetrical pair
of anticommuting vectors that belong to the fundamental representation of SL(2,R),
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and the scalar topological ghost of ghost, the corresponding antighost of antighost and
the Higgs field, which results from the dimensional reduction of the Yang–Mills field, fall
into the adjoint representation of SL(2,R). (Of course this phenomenon is related to
the property of the R-symmetry in supersymmetric theories). In these cases, dimensional
reduction allows us to obtain a BRST-antiBRST symmetry from a theory that seems to
have only one BRST symmetry.
Dimensional reduction occurs by giving a special role to a given dimension, and results
in the elimination of the non-zero modes along a one-dimensional space H.
By enforcing reparametrization invariance in the relevant way, we will find, that on
a reducible manifold M ∼= H × N where H ∼= R or S1, we can construct an extended
horizontality condition for NT = 1 topological theories. An important point is that the
invariant action will not depend on the constant vector κ that defines the one-dimensional
space H. This eventually defines the vector topological symmetry, which completes the
ordinary scalar BRST symmetry, and shows that theNT = 1 theories contain an enlarged
symmetry.
For the case of Ω backgrounds, we will need the existence of a Killing vector in addition
to that of a covariantly constant vector field on the manifold. Eventually, we will obtain
a twisted version of a deformed supersymmetry.
In what follows, we thus consider a manifold M that contains at least a constant
vector. This property reduces to the reducibility property for a simply connected manifold
[74]. (Reducibility only holds locally in the general case.)
Obtaining of the extended horizontality condition
We start from the formalism that introduces ghosts and antighosts of the Yang–Mills
TQFT in a fully symmetrical way. We will shortly break this symmetry.
The Lorentz invariant Yang–Mills BRST-antiBRST horizontality condition is
(d+ s+ s¯)
(
A+ c+ c¯
)
+
(
A+ c+ c¯
)2
= F +Ψ+ Ψ¯ + Φ + Φ¯ + L (A.48)
It must be completed with its Bianchi identity that determines the action of s and s¯ on
the topological ghosts that occur on the right hand side, and ensures (d + s + s¯)2 = 0.
For such equations one has a conserved grading made of the sum of the ghost num-
ber and the form degree on M . The total ghost number of A, c, c¯,Ψ, Ψ¯,Φ, L, Φ¯ are
respectively 0, 1,−1, 1,−1, 2, 0,−2, and their form degree 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0. A ghost
antighost bigrading exists, such that its values for A, c, c¯,Ψ, Ψ¯,Φ, L, Φ¯ are respectively
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(0, 0)(1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2). The scalar BRST and antiBRST opera-
tors s and s¯ have bigradings (1, 0) and (0, 1), respectively. The net ghost number of a
field with ghost bigrading (g, g′) is simply g − g′.
The fields Ψ¯ and L do not show up in the NT = 1 theory, while the antiselfdual 2-form
antighost χ−12 and the scalar ghost η
−1 of this theory does not appear in Eq.(A.48). We
will fill this apparent contradiction and come to the point of directly determining both s
and δ symmetries.
We classically couple the topological theory to gravity, to express reparametrization
invariance in M , but use the freedom of introducing a vector ϕ 6= 0, as generally shown
in the last section. This will produces a symmetry operator Sˆ, which obviously contains
more information than the usual scalar operator s.
The existence of a covariantly constant vector field κ on the manifold basically permits
one to gauge-fix the component iκe
a to δa0 . This property allows one to bypass the usual
gravitational horizontality condition of the vielbeins, which imposes ϕ to be null in a fully
SO(n) invariant theory. Some deformations of the BRST transformation of ξ can in fact
be consistent with the closure of S on ω and Ω. The challenge is that the deformation
must be compatible with the Bianchi identity :
S2ω = iϕR S2Ω = iξiϕR (A.49)
Here, it is solved by some restriction of the geometry, such that the equation of motion
of the first order formalism T = 0, gives an SO(n − 1) holonomy curvature, leading to
iκR = 0. This is because the gauge fixing of the vielbeins imposes to the holonomy group
of the second order curvature to be included in SO(n− 1).
We are thus allowed to give to ϕ a non-zero value in the κ direction. To be definite,
we choose ϕ = −κ. The norm of κ is an irrelevant quantity. Therefore, all identities must
be homogeneous in κ. It is equivalent to either impose the conservation of the bigrading
(g, g′), or to impose the conservation of the net ghost number g − g′, assuming that
κ’s bigrading is (1, 1). We conjecture that this bigrading can be identified to the ghost
antighost bigrading, in such a way that g and g′ are both positive.
We identify Sˆ = s(1,0)+s(0,1), and C˜ = c(1,0)+c(0,1). The consistent horizontality equation
(A.41) can be written as follows :
(d+ s(1,0) + s(0,1) − iκh)
(
A+ c(1,0) + c(0,1)
)
+
(
A+ c(1,0) + c(0,1)
)2
= F +Ψ(1,0) +Ψ(0,1) + Φ(2,0) + Φ(1,1) + Φ(0,2) (A.50)
We now break the symmetry between the ghost and antighost sectors, using the vector
field κ. Each field of (g, g′) graduation must be homogeneous of degree g′ in κ, and thus
A.1. SYME´TRIE TOPOLOGIQUE VECTORIELLE DE BRSTQFT 157
we define :
c(0,1) ≡ |κ|c¯ Ψ(0,1) ≡ g(κ)η + iκχ
Φ(0,2) ≡ |κ|2Φ¯ (A.51)
where we defined the following 1-form out of κ :
g(κ) ≡ gµνκµdxν . (A.52)
The 1-form g(κ) satisfies iκg(κ) = |κ|2, and will play an important role, together with
the property (iκ)
2 = 0. A non zero value of Φ(1,1) defines a consistent algebra ; however
there is no corresponding invariant action. Therefore, we set Φ(1,1) = 0.
Of course, c and c¯ are identified as the Faddeev–Popov ghost and antighost, respec-
tively.
The redefinition Ψ(0,1) → (η, χ) is κ dependent in a non-trivial way. In fact, the de-
composition of Ψ(0,1) implies that the 2-form representation of the holonomy group be
reducible, in order that the pair η−1, χ−1µν has as many degrees of freedom as the vector
Ψ(0,1)µ . In 8 dimensions, we thus suppose that M has a holonomy group not larger than
Spin(7), so that χ be antiselfdual in the octonionic point of view in eight dimensions,
with seven independent components (or χ is antiselfdual in 4 dimensions, with three inde-
pendent components). Moreover, in order that κ be globally well defined in 8 dimensions,
the holonomy group must be included in G2 (i.e, N be a G2-manifold in the reducible
case).
We call :
s = s(1,0)
δ = s(0,1) (A.53)
Having introduced all these fields, we obtain3
(d+ s+ δ − iκh)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2
= F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯ (A.54)
and the associated Bianchi relation
(d+ s+ δ − iκh)
(
F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯
)
+ [A+ c+ |κ|c¯ , F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯] = 0 (A.55)
3g(κ) must be seen on P as π∗g(κ), where π is the projection of the fiber bundle.
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The property (d+ s+ δ − iκh)2 = 0 implies in M :
Sˆ2 = s2 + {s, δ}+ δ2 = Lκ + δgauge(iκA˚) (A.56)
We have therefore on all fields
s2=0
{s, δ}=Lκ + δgauge(iκA˚)
δ2=0
(A.57)
And the decomposition in power of κ of the transformation of the reparametrization
ghost implies
sξ=−1
2
{ξ, ξ} δξ=−κ
sκ=0 δκ=0
(A.58)
We will see shortly that a complete and finite field representation of the algebra can
be found in a consistent way in four and eight dimensions.
Resolution of the extended horizontality condition
The decomposition of the first equation (A.189) according to the gradings gives :
sA+ dAc=Ψ δA+ dA|κ|c¯= g(κ)η + iκχ
sc+ c2=Φ δc¯+ |κ|c¯2= |κ|Φ¯
s|κ|c¯+ δc− iκ
(
A− A˚)+ [c, |κ|c¯] = 0 (A.59)
It is most convenient to use the s and δ operators in the Cartan representation defined
by
sc ≡ s+ δgauge(c) δc¯ ≡ δ + δgauge(|κ|c¯) (A.60)
On all fields, but c and c¯, one has :
s2c = δgauge(Φ) δc¯
2 = δgauge(|κ|2Φ¯)
{sc, δc¯} = Lκ + δgauge
(
iκA
)
(A.61)
So, the decomposition of the Bianchi identity (A.5.2) gives
scΨ+ dAΦ = 0 δc¯
(
g(κ)η + iκχ
)
+ |κ|2dAΦ¯ = 0
sc
(
g(κ)η + iκχ
)
+ δc¯Ψ− iκF = 0
scΦ=0 δc¯|κ|2Φ¯= 0
δc¯Φ− iκΨ=0 sc|κ|2Φ¯ + |κ|2η=0
(A.62)
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Because of the bigraduation, the horizontality condition does not fully determine
the action of the s and δ on all fields. Indeed, one has degenerate equations of the type
s(antighost)+δ(ghost)= . . .. To raise the indetermination, we introduce “auxiliary” fields,
a scalar b0 and a 2-form T 02 , with :
scχ=T scT = [Φ, χ]
scc¯= b scb= [Φ, c¯]
(A.63)
It is by construction that we can consistently define the action of s and δ on the
“auxiliary” fields. In practice, this require a step by step computation, which yields the
action of δ, such that δ2 = 0, {s, δ} = Lκ.
The field χ occurs in the horizontality relation only trough its contraction along κ,
iκχ. Since iκ
2 = 0, the resolution of equation is not yet established, since χ is defined
modulo terms that are iκ-exact.
A little of algebra must now be done to obtain the transformation of χµν . If we use the
decomposition δc¯ = κ
µsµ, (which is only true locally), we have from (A.59) and (A.60)
that
s[µAν] = −χµν s{µsν}Aσ = −gµνDσΦ¯ (A.64)
This gives
sσχµν = −sσs[µAν] (A.65)
and we deduce from the decomposition
⊗ = ⊕ 2×
that
sσχµν = 2gσ[µDν]Φ¯− s[σsµAν] (A.66)
The ghost number and dimension of fields are such that, without introducing other fields,
sχ must be proportional to dAΦ¯
sσχµν = 2gσ[µDν]Φ¯− C⋆[σµν]ρDρΦ¯ (A.67)
We have introduced an invariant tensor C⋆4 on the manifold. (It is the ǫ tensor for
4-manifolds, and the octonionic selfdual 4-form for Joyce manifolds.)
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We already know that the condition χµν = P
−
µν
σρ
χσρ, for this field to count for n− 1
degrees of freedom in n dimensions. Since δc¯
2χ = [Φ¯, χ], C⋆µνσρ must be totally antisym-
metric and that (
2δ{σ|κµν − C⋆µν{σ|κ
)
P− ρ}κ
θτ
= gσρP−µν
θτ
(A.68)
which gives
P−µν
σρ
=
2
n
(
δσρµν −
1
2
C⋆µν
σρ
)
(A.69)
We know from [75] that the only possibilities to construct such projector with the ho-
lonomy group reduced to at most the maximal invariant subgroup of SO(n) are in four
and eight dimensions. This is a further check of the need of a holonomy group of M . We
will adopt a unified notation for this projector in four and eight dimensions, with the
convention that C is just the unity in four dimensions and the octonionic 4-form in eight
dimensions :
w−2 ≡
2
n
(
w2 − ⋆Cw2
)
(A.70)
Expression of the s and δ symmetries
The resolution of the horizontality condition has thus given us the following expression
for the action s and δ on the fields we started from, plus the fields that we had to introduce
to solve the degeneracies. These transformation laws are written in a way that is globally
well defined :
scA=Ψ δc¯A= g(κ)η + iκχ
scΨ=−dAΦ δc¯Ψ= iκ
(
T + F
)
+ g(κ)[Φ, Φ¯]
scΦ=0 δc¯Φ= iκΨ
scΦ¯= η δc¯Φ¯= 0
scη= [Φ, Φ¯] δc¯η=LκΦ¯
scχ=T δc¯χ=
n
2
(
g(κ)dAΦ¯
)−
scT = [Φ, χ] δc¯T =−n2
(
g(κ)dAη + g(κ)[Φ¯,Ψ]
)−
+ Lκχ
(A.71)
s c=Φ− c2 δ c= iκ
(
A− A˚)− |κ|b
sc¯= b− [c, b] δc¯= |κ|(Φ¯− c¯2)
sb= [Φ, c¯]− [c, b] δb=Lκc¯− |κ|η
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(A.72)
Let us give for the sake of clarity the explicit c and c¯ dependence in the transformation
laws Eqs. (A.71)
sA=Ψ− dAc δA= g(κ)η + iκχ− |κ|dAc¯
sΨ=−dAΦ− [c,Ψ] δΨ= iκ
(
T + F
)
+ g(κ)[Φ, Φ¯]− |κ|[c¯,Ψ]
sΦ=−[c,Φ] δΦ= iκΨ− |κ|[c¯, Φ¯]
sΦ¯= η − [c, Ψ¯] δΦ¯=−|κ|[c¯, Ψ¯]
sη= [Φ, Φ¯]− [c, η] δη=LκΦ¯− |κ|[c¯, η]
sχ=T − [c, χ] δχ= n
2
(
g(κ)dAΦ¯
)− − |κ|[c¯, χ]
sT = [Φ, χ]− [c, T ] δT =−n
2
(
g(κ)dAη + g(κ)[Φ¯,Ψ]
)−
+ Lκχ− |κ|[c¯, T ]
(A.73)
The following remarks are important :
- As for an explicit dependence on the background connection, it only occurs in δc.
- The part of the BRST algebra that is relevant for untwisting only involve the fields
in the first sector of the BRST equations, in Eqs. (A.71). It is important to note that
the BRST invariance, introduces the Faddeev-Popov ghost in a way that is compatible
with the δ invariance. This property is, in particular, very important for the questions
relative to renormalization of supersymmetric gauge theories.
- In the flat space limit, we can define the anticommuting generators sµ, using δc¯ =
κµsµ, and expanding in κ
µ, both in 4 and 8 dimensions. The action of sµ for the fields
in (A.73) identifies itself with the vector symmetry [68, 69, 70, 108] used in d = 4 and
obtained by twisting the supersymmetry algebra. However, here, the presence of auxiliary
fields and Faddeev–Popov ghosts and antighost fully ensures consistency.
- The fields c¯ and b are indispensable in order to close the s and δ operator on
the Fadeev-Popov ghost c. In fact, the existence of the δ symmetry, and its link with
reparametrization invariance, is likely to provide the geometrical interpretation of c¯ and
b, as well as of other antighosts of the TQFT.
- The ghost antighost duality which will be defined in the next section will make the
latter point more precise.
- Power counting arguments based on the dimensionality and ghost number of fields
show that the above transformation laws are the most general ones that solve the relations
s2 = δ2 = 0, {s, δ} = L˚κ, up to irrelevant field multiplicative renormalization factors and
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linear field redefinitions for the“auxiliary” fields b and T . The geometrical horizontality
equation that we defined in the fiber bundle actually solve this constraint.
In the next section, we will construct invariant actions for the symmetry. Eventually,
we will discuss this untwisting toward the Poincare´ superalgebra.
A.1.4 The action
The topological/supersymmetric action as a s-exact term
We now have a complete realization of the s and δ symmetries, and wish to compute
an invariant action.
Even if the algebra is defined only on a manifold of reducible tangent bundle, we
demand a Spin(7) or an SO(4) invariant action in respectively eight and four dimensions.
This means that the action must be independent of κ, which is an non trivial requirement.
(Our construction needs a base space of the topological Yang–Mills theory that contains
a constant vector. However, we wish the theory be generalizable for a more general
manifold, provided it has the required holonomy for defining selfduality equations.)
We will focus on the terms of power counting corresponding to the strictly renorma-
lisable case in four dimensions, and extend this requirement in 8 dimensions, which can
be done by a formal power counting argument (so we exclude higher order derivative
terms).
The only way to construct an Sˆ-exact action, which is invariant under gauge trans-
formations, reparametrization invariant and independent of κ, is such that
S = sΨ(−1,0) + δΨ(0,−1)
δΨ(−1,0) = 0 sΨ(0,−1) = 0 (A.74)
There is only one solution of sΨ(0,−1) = 0 which gives an action independent of κ. In
turn, the δ-invariance completely determines Ψ(−1,0) (with the hypothesis that there are
nor higher order derivative terms). As a matter of fact, up to a global scale factor and a
topological term, these two solutions give the same action. One has indeed :
sΨ(−1,0) = δΨ(0,−1) +
1
2
∫
M
C∧Tr F∧F (A.75)
So, we restrict ourself to the δ invariant gauge function, and we define :
S = sΨ (A.76)
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where Ψ is a δ-closed gauge invariant functional, such that :
Ψ =
∫
M
Tr
(
χ ⋆
(
F +
2
n
T
)
+ Φ¯dA ⋆Ψ+ ⋆η[Φ, Φ¯]
)
(A.77)
One has the usual interpretation that the action sΨ is the gauge-fixing of a topological
invariant. But the gauge fixing-function has been fixed from δc¯ invariance.
We will shortly show that there is a duality symmetry between s and δ, and that one
can express this action as a sδ-exact action.
Gauge-fixing part
We identify c¯ and b as the familiar Faddeev–Popov pair of an antighost and a Lagrange
multiplier for gauge-fixing the Yang–Mills invariance. We could use a term like s(c¯∂ ·A),
which violates the δ-invariance, but we prefer a sδ-exact term :
sδ
1
2|κ|
∫
M
Tr
((
A− A˚) ⋆ (A− A˚)) (A.78)
This gauge-fixing term breaks the SO(n) invariance, since it depends on κ. From the
point of view of the equivariant theory, however, the relevant action is the part of the
action that is gauge invariant. It is determined by both s and δ invariance. A further
SO(n) invariant gauge-fixing of the Yang–Mills symmetry implies the breaking of the
vector symmetry. (This is of course a gauge-fixing artifact, which does not appear for
the gauge invariant observables, which are κ-independent). This is understandable in
the untwisted formalism, where a supersymmetric gauge-fixing process of the Yang–Mills
invariance only holds in a fully superspace version of the theory, and would yield an
infinite number of fields in 8 dimensions.4
A sδ-exact expression of the supersymmetric action
As in the case of NT = 2 topological theories, the action (A.74) is sδ-exact on a
reducible manifold. Indeed, we can verify the following very suggestive formula, which
shows directly s and δ invariances :
S = s δ
∫
M
1
|κ| 2 F (A.79)
4 A refinement of our work can be reached by extending our result in the context of equivariant
invariance, which implies the introduction of a background gauge symmetry, along the line of [76, 77].
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with
F = Tr
(
1
2
g(κ)∧C∧
((
A− A˚)
∧
(
F + F˚
)− 1
3
(
A− A˚)3)+ (g(κ)η + iκχ)∧ ⋆Ψ
)
(A.80)
where we recognize the last term to be the Chern–Simon term
dTr
((
A− A˚)
∧
(
F + F˚
)− 1
3
(
A− A˚)3) = Tr (F∧F − F˚∧F˚) (A.81)
Note that in the case of a trivial fiber bundle we can take A˚ = 0 and recover the
ordinary form of the Chern–Simon term. Unlike in the NT = 2 case, the “potential”∫
M
F cannot be interpreted as a Morse function for the theory. Indeed, the function∫
M
Tr
(
1
2
g(κ)∧C∧
(
AdA+ 2
3
A3
))
has degenerated critical points, (iκA does not appear
in its equations of motions), while the Chern–Simons potential gives a well defined Morse
function in dimension n− 1, when there is a balanced topological theories [47].
Ghost antighost duality
In spite of the fact that
∫
M
F is not a well defined Morse function, we can interpret
formally
F + g(κ)η + iκχ+ |κ|2Φ¯ (A.82)
as a curvature as in the case NT = 2. This interpretation can be seen by introducing an
involution ∗, which gives a duality between ghosts and anti-ghosts.
∗A = A ∗ T = −T − n
2|κ|2
(
g(κ)iκF
)−
∗Ψ = g(κ)η + iκχ ∗ η = 1|κ| 2 iκΨ ∗ χ =
n
2|κ|2
(
g(κ)Ψ
)−
∗Φ = |κ|2Φ¯ ∗ Φ¯ = 1|κ| 2Φ
∗c = |κ|c¯ ∗ b = −b+ [c, c¯] + 1|κ|iκ
(
A− A˚) ∗ c¯ = 1|κ|c (A.83)
This involution relates both operators s and δ, as follows :
∗ s∗ = δ ∗ δ∗ = s (A.84)
Note that ∗ does not act as a derivative but as a group element, that is
∗ (A ·B) = ∗A · ∗B (A.85)
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Indeed, by definition of ∗, we can associate to the δ-invariant gauge function Ψ defined
in Eq. (A.77) a mirror s-invariant gauge function, which defines a slightly different δ-exact
gauge invariant action ∗S, which gives the same observables. By construction, ∗S is s- and
δ-invariant. However ∗S is κ-dependent, but this dependence disappears after elimination
of the auxiliary field T , and then ∗S becomes equal to S.
The horizontality relation gives indeed :
(d+ δ)
(
A+ |κ|c¯)+ (A+ |κ|c¯)2 = F + g(κ)η + iκχ+ |κ|2Φ¯
(dA + δc¯)
(
F + g(κ)η + iκχ+ |κ|2Φ¯
)
= 0 (A.86)
The gauge function ∗Ψ replaces the ordinary gauge function Ψ, when one interchanges
the roˆles of s and δ :
∗Ψ = 1|κ| 2
∫
M
Tr
(
−g(κ)∧C∧Ψ∧F − g(κ)Ψ ⋆ T + ΦdA ⋆
(
g(κ)η + iκχ
)
+ ⋆iκΨ[Φ¯,Φ]
)
(A.87)
Eventually, we can define the topological observables as functions of the dual variables,
using any gauge invariant polynomial in the fields P
(
F,Ψ,Φ
)
, as follows :
∗ 〈P(F,Ψ,Φ)〉= ∗∫ µ P(F,Ψ,Φ)e−sΨ
=
∫
∗µ P(F, g(κ)η + iκχ, |κ|2Φ¯)e−δ∗Ψ
=
〈
P
(
F, g(κ)η + iκχ, |κ|2Φ¯
)〉
(A.88)
The descent equations are obtained by changing d+ s into d+ δ. As a conclusion, after
the duality operation ∗, the curvature of the “big bundle” defined in [33] becomes F +
g(κ)η + iκχ+ |κ|2Φ¯ instead of F +Ψ+ Φ.
A.1.5 Conservation of Λµν
We now verify that the operator δ is truly generated by the conservation law of the
BRST antecedent of the energy momentum tensor. This computation is tricky, since the
topological action is generally only invariant under G ⊂ SO(n). Let us write the action
sΨ as :
S =
∫
M
dnx
√
gTr
(
1
2
T µν
(−Fµν + 2
n
Tµν
)
+ χµν
(
DµΨν − 1
n
[Φ, χµν ]
)
+ηDµΨ
µ + Φ¯{Ψµ,Ψµ} − Φ¯DµDµΦ + [Φ, Φ¯]2 − η[Φ, η]
)
(A.89)
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To compute the energy momentum tensor, we use the standard formula :
Tµν =
1
e
δab
δS
δeµb
eaν (A.90)
We have to understand the way the projector on selfdual 2-forms transform under varia-
tions of the vielbeins. In 8 dimensions, the variation of this projector P− with respect to
the vielbeins is5 :
δP−µν
σρ
=− 1
n
δ
(
eaµe
b
νe
σ
c e
ρ
d
)
Cab
cd
=
2
n
Cλ[ν
σρeaµ]δe
λ
a −
2
n
Cµν
λ[ρeaλδe
σ]
a (A.91)
Using this formula, the energy momentum tensor is given by
Tµν =Tr
(
−TνσFˆ+µσ + 2χνσD[µΨσ]+ − 2D{µη ·Ψν} + 2Φ¯{Ψµ,Ψν}+ 2D{µΦ¯ ·Dν}Φ
+gµν
(( 2
n
− 1
2
)
T σρ
(−Fσρ + 2
n
Tσρ
)
+
( 4
n
− 1)χσρ(DσΨρ − 1
n
[Φ, χσρ]
)
+Dση ·Ψσ − Φ¯{Ψσ,Ψσ} −DσΦ¯ ·DσΦ− [Φ, Φ¯]2 + η[Φ, η]
))
(A.92)
This tensor is not symmetric in eight dimensions and its antisymmetric part is anti-
selfdual (it is valued in so(8)\spin(7)). This is allowed to the fact that only isometries
which preserve the octonionic 4-form C define conserved charges. In four dimensions, it
is symmetric.
Since the BRST operator does not depend on eaµ, we have :
Tµν = s
1
e
δab
δΨ
δeµb
eaν (A.93)
In this way, we find a s-antecedent of the energy momentum tensor :
Λ(0)µν = gµνTr
(
1
2
( 4
n
− 1)χσρ(−F−σρ + 2nTσρ
)
+ΨσDσΦ¯− η[Φ, Φ¯]
)
−Tr
(
χν
σF+µσ + 2Ψ{µDν}Φ¯
)
(A.94)
5In 4 dimensions, one replaces Cab
cd by the ǫ symbol
A.1. SYME´TRIE TOPOLOGIQUE VECTORIELLE DE BRSTQFT 167
It is not yet conserved. However, by adding a s-exact term to Λ(0)µν , we can enforce the
conservation law, as follows :
∇νΛµν ≡∇ν
(
Λ(0)µν − sTr
(1
2
C⋆µν
σρFσρΦ¯ + χµνη − 1
2
(
1− 4
n
)
χ[µ
σχν]σ
))
=−Tr
((−gµνη + χµν)δLS
δAν
+
(
Fµν − Tµν + gµν [Φ, Φ¯]
)δLS
δΨν
−Ψµ δ
LS
δΦ
+DµΦ¯
δLS
δη
− nDνΦ¯ δ
LS
δχµν
+
n
2
(
2Dνη +Dσχ
σν − 2 [Φ¯,Ψν ]) δLS
δT µν
−n
2
χµσDν
δLS
δT νσ
+
( n
2
− 2)Dν(χµσ δLS
δT νσ
))
(A.95)
From the above equation we can recover the explicit form of the functional generators
VAµ that we introduced in section A.1.2. We can verify that the resulting symmetry truly
correspond to the δ-operator that we build in section A.1.3 directly from the horizontality
condition.
A.1.6 Untwisting toward Yang–Mills supersymmetry
The theories that we have determined in four and eight dimensions from δ and s
invariances correspond by twist to super-Yang–Mills N = 2 theories. The equivariant
form of the scalar and the δ BRST operators can in fact be identified on twisted com-
binations of spinorial supersymmetry generators. As a matter of fact, if we define the
theory on a manifold that is sufficiently constrained to admit two supersymmetries of
opposed chirality, the equivariant form of these s and δ can be related to supersymmetry
transformations as follows :
θsc = δ
Susy(θζ) θδc¯ = δ
Susy(iθ /κζ) (A.96)
for θ an anticommuting parameter and ζ a chiral covariantly constant spinor. As it is well
known, in eight dimensions we can construct the N = 2 super-Yang–Mills algebra from
the dimensional reduction on a torus of the ten dimensional super-Yang–Mills algebra,
with a further Wick rotation of the N = 1 theory that is generally defined on Minkowski
space. The transition from N = 1 to N = 2 is allowed by the fact that the Majorana-
Weyl condition is consistent in eight dimensions for an Euclidean space and not for a
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Minkowski one. The Euclidean action obtained in this way is
∫
M
d8x
√
gTr
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
Dµφ1D
µφ1 − 1
2
Dµφ2D
µφ2 − i
2
(
λ/Dλ
)
+
1
2
[φ1, φ2]
2 +
1
2
(
λγ9[φ1, λ]
)− 1
2
(
λ[φ2, λ]
))
(A.97)
It is invariant under the following supersymmetries for any covariantly constant spinor ǫ
δSusyAµ= −i(ǫγµλ)
δSusyφ1 = −(ǫγ9λ)
δSusyφ2 = −(ǫλ)
δSusyλ = /Fǫ− iγ9/Dφ1ǫ− i/Dφ2ǫ+ γ9[φ1, φ2]ǫ
(A.98)
If M is defined to be a Spin(7)-manifold, it contains a chiral covariantly constant spinor
ζ. We choose it Majorana-Weyl with norm equal to one. One can further construct the
octonionic 4-form, as follows :
(
ζζ
)
= 1 4!
(
ζγµνσρζ
)
= Cµνσρ (A.99)
We can decompose the Majorana spinor fields of the theory in term of differential forms,
by projection over ζ, which is the definition of the twist in 8 dimensions :
λ+=
(
η + /χ
)
ζ
λ−= i /Ψζ (A.100)
Here η, χ and Ψ represent the same fields as in the previous sections, and the convention
for the crossed out forms of rank k is that they are contracted with k gamma matrices
with a normalization factor 1
k!
. Then, we have the redefinition for the scalar fields :
Φ ≡ −(φ1 − φ2) Φ¯ ≡ −1
2
(
φ1 + φ2
)
(A.101)
The twisted action that one obtains in this way is
∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν + ηDµΨ
µ +DµΦ¯D
µΦ + 4χµνDµΨν
+2Φ¯ΨµΨ
µ + 2Φχµνχ
µν + Φη2 +
1
2
[Φ, Φ¯]2
)
(A.102)
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It is the same action as that obtained in section A.174, from the demand of s and δ
invariances, after the integration of the auxiliary field T , modulo some rescalings, and up
to the sum of a topological term :
− 1
2
∫
M
C∧Tr
(
F∧F
)
(A.103)
By using the decomposition by twist of the spinorial supersymmetry parameter ǫ =(
θ +Θµνγµν + iϑ
µγµ
)
ζ, one gets twisted generators Q,Qµ, Qµν . (Q and κ
µQµ are truly
identified with the BRST operators sc and δc¯, in their equivariant form, both in 8 and 4
dimensions.)
Both charges
(
ζQ) and i(ζ/κQ) completely constrain the supersymmetric theory. In
this sense, the number of relevant supersymmetries can be reduced to five real super-
charges in four dimensions (as already observed in [68, 69, 70, 108]) and to nine real
supercharges in eight dimensions.
It is very instructive that this reduced number of relevant generators can be directly
constructed from one extended horizontality condition, defined in the Yang–Mills princi-
pal bundle.
As a further remark, the tensor generator of supersymmetry cannot be closed off-shell
in eight dimension [79], contrarily to the case of 4 dimensions 6. It is unknown if a system
of auxiliary fields can be introduced to close the algebra of maximal supersymmetry. The
existence of the tensor symmetry is not foreseen from the point of view of TQFT’s, and
its existence seems unnecessary, since the Q and Qµ symmetries are enough to determine
the supersymmetry action.
A.1.7 Equivariant Topological Field Theories
The observables of the topological theories that we discussed so far are defined as
classes of the ordinary de Rham cohomology of the extended exterior derivative d˜ = d+s
acting onM×B˜∗, whereM is the manifold on which the topological theory is formulated
and B˜∗ is the space of gauge orbits of irreducible framed connections [33, 11]. In these
theories, the scalar ghost-for-ghost field Φ goes to zero at infinity, or in other words,
6From a technical point of view, the difference between four and eight dimensions amounts the fact
that one can construct an antiselfdual 2-form as a bilinear combination of two other in four dimensions,
by the use of
P−µν
θτ
P−θ
ησρ
P−τη
κλ
(A.104)
but not in eight, because this term is zero in this case.
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has vanishing vacuum expectation value. Since, as we can see from (A.101), the Φ field
is related to the scalar fields of the supersymmetric Yang–Mills theory, it is interesting
to construct a topological theory whose scalar fields acquire a non-vanishing vacuum
expectation value [81]. This topological field theory can be obtained by considering the
equivariant extension of the construction of [11] with respect to the Lie algebra h of an
Abelian subgroupH ⊂ G acting on B˜∗. For example, for G = SU(N) one can consider the
maximal Abelian subgroup H = U(1)N−1, which is the suitable choice for the Seiberg–
Witten model. Moreover, we also consider an equivariant extension with respect to a
compact Abelian group of isometries K of M . This corresponds to a kind of spontaneous
breaking of the symmetries of M down to K. In fact, as we will see in the following, the
resulting equivariant topological theory corresponds to the twisted version of the Super
Yang–Mills theory on a non-trivial gravitational background.
The equivariant formulation allows for the use of a powerful localization formula [82]
that reduce the integral over the equivariant forms on M ×B˜∗ to a sum over the isolated
fixed points of the K × H symmetry7. The results on the ordinary cohomology may in
general be recovered by sending to zero the parameters associated to this symmetry with
a suitable prescription. In this sense, the equivariant extension can be thought as a very
useful regularization procedure for the topological invariants. The localization formula
has been extended for supermanifolds in [83] and exploited in the four dimensional case
to compute the integral on the instanton moduli space, recovering the non-perturbative
contribution to the low-energy Seiberg–Witten effective action [83, 49, 84].
In the following we will discuss the equivariant extension of our horizontality condi-
tions and obtain from them the scalar and vector topological symmetries along the same
lines of the previous sections. Then we will untwist our topological theory and show its
relationship with the supersymmetric theory on the Ω-background introduced in [48].
Equivariant horizontality condition
Let us define the Weil complex corresponding to the equivariant cohomology
H•K×H
(
M × B˜∗)
equivariant with respect to the action of K × H on B˜∗. The action of K on B˜∗ can be
defined as follows. The action ofK onM can be lifted to an action on the principal bundle
P by the use of a background connexion A˚. This action induces a pullback action on the
7Notice that the fixed points are isolated only in this case : considering the equivariance with respect
to only one of the two groups, K or H, is not enough to localize to isolated points.
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equivariant forms on P , which defines the action of K on B˜∗. The relevant equivariant
differential sk on the Weil complex is defined as usual on an equivariant form w(ξ) by(
skw
)
(ξ) ≡ (s+ Iξ∗)w(ξ) (A.105)
where ξ∗ is the vector field of TP generating the action on B˜∗ associated to ξ = (Ω, a) ∈
k⊕ h. ξ∗ decomposes into the horizontal lift υh of the vector field υ of TM generated by
the element Ω of k and the fundamental vector av associated to the element a of h,
ξ∗ ≡ (υh, av) ∈ TH ⊕ TV (A.106)
The closure of the equivariant BRST operator (A.105) reads on a generic form
s2k = Lξ∗ (A.107)
so that sk is a nilpotent operator on equivariant forms. This is locally expressed on M
s2k = Lυ + δgauge(iυA˚− a) (A.108)
The explicit representation of the operator (A.105) on antiselfdual gauge connections has
been discussed in detail in [84, 83, 85]. Since iξ∗ commutes with sk,we have the following
nilpotent operator on the whole complex (not restricted to its invariant subcomplex)
(d+ sk− iυh+av)2 = 0 (A.109)
So we can define sk as usual by the use of an horizontality condition
(d+ sk− iυh+av)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F +Ψ+ Φ (A.110)
and its associated Bianchi identity. Moving the term iξ∗A to the right hand side we obtain
the definition of the equivariant curvature [82]
(d+ sk)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F +Ψ+ Φk (A.111)
Notice that on the right hand side of (A.111) it appears the equivariant extension of the
scalar field Φk = Φh+ iυ(A− A˚) = Φ+ a+ iυ(A− A˚), where µ(ξ) = a+ iυ(A− A˚) is the
moment of the vector field ξ∗ [82]. This deformation of the scalar field is precisely that
found in the explicit computations on the instanton moduli space in four dimensions [86].
The field Φh has a non-trivial vacuum expectation value in the Cartan subalgebra of the
group G, due to the presence of the term a [84, 83, 86]. Notice that the vector ξ∗ has
ghost number 2.
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The dual version of equation (A.110) is naturally defined with the use of another
Killing vector υ¯ on M and another element a¯ of h which define a vector ξ¯∗ = υ¯h + a¯v on
P , all with ghost number −2, and reads
(d+ δk− |κ|2iυ¯h+a¯v)
(
A+ |κ|c¯)+ (A+ |κ|c¯)2 = F + g(κ)η + iκχ+ |κ|2Φ¯ (A.112)
Exactly in the same way as in the previous sections, we can combine the horizonta-
lity conditions (A.110) and (A.112) into a single one which will define the equivariant
BRST operator as well as the corresponding vector symmetry. The extended horizontality
condition is
(d+ sk + δk− iκh+ξ∗+|κ|2ξ¯∗)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2
= F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯ (A.113)
and its associated Bianchi relation
(d+ sk + δk− iκh+ξ∗+|κ|2ξ¯∗)
(
F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯
)
+ [A+ c+ |κ|c¯ , F +Ψ+ g(κ)η + iκhχ+ Φ+ |κ|2Φ¯] = 0 (A.114)
By following the same procedure described in the previous sections for the ordinary
topological field theory, and redefining now
sc ≡ sk + δgauge(c) δc¯ ≡ δk + δgauge(|κ|c¯) (A.115)
we can extract from (A.113) and (A.114) the complete transformations of the fields
scA=Ψ δc¯A= g(κ)η + iκχ
scΨ=−dAΦ + iυF δc¯Ψ= iκ
(
T + F
)
+ g(κ)scη
scΦ= iυΨ δc¯Φ= iκΨ+ (κ · υ)η + iυiκχ
scΦ¯= η + iυ¯Ψ δc¯Φ¯= (υ¯ · κ)η + iυ¯iκχ
scη= [Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF δc¯η=LκΦ¯− iκiυ¯F
scχ=T δc¯χ=
n
2
(
g(κ)(dAΦ¯− iυ¯F )
)−
scT = [Φ, χ] + Lυχ δc¯T =−n2
(
g(κ)(dAη + [Φ¯,Ψ] +Lυ¯Ψ)
)−
+ Lκχ
(A.116)
We remark that in the four dimensional case the sc transformations on the fields in the
first column of (A.116) induce exactly the BRST transformations on the instanton moduli
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space that have been used for the localization in [49, 84, 83]. The transformations in the
Faddeev–Popov sector read
sk c=Φ+ a− c2 + iυ
(
A− A˚) δk c= iκ(A− A˚)− |κ|b
sk c¯= b− [c, c¯] δk c¯= |κ|
(
Φ¯ + a¯− c¯2 + iυ¯
(
A− A˚))
sk b= [Φ, c¯]−Lυ c¯− [c, b] δk b= |κ|
(
Lκc¯− η
) (A.117)
The algebra (A.116), (A.117) closes off-shell, provided that [υ, υ¯] = Lυυ¯ = 0, d(κ · υ¯) = 0.
Moreover, dg(υ) and dg(υ¯) must be selfduals in the eight dimensional case. Then, one
has, but on the Faddeev-Popov sector :
s2c = δgauge(Φ + iυA) + Lυ δc¯2 = δgauge(Φ¯ + iυ¯A) + Lυ¯
{sc, δc¯} = Lκ + δgauge(iκA) (A.118)
The sk and δk symmetries completely constrain the classical action also in the equivariant
case. The details of this computation are given in appendix B.3.1. The action of the
equivariant topological theory is sk δk-exact
S = sk δk
∫
M
1
|κ| 2 F (A.119)
with
F = Tr
(
1
2
g(κ)∧C∧
((
A− A˚)
∧
(
F + F˚
)− 1
3
(
A− A˚)3)+(g(κ)η + iκχ)∧⋆Ψ
)
(A.120)
and still displays an intriguing relationship with the Chern–Simons action functional. By
acting with δk in (A.120) one gets
I = sk
∫
M
Tr
(
χ ⋆ (F +
2
n
T ) + Ψ ⋆
(
dAΦ¯− iυ¯F
)
+ ⋆η
(
[Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF
))
(A.121)
and finally by acting with sk
I =
∫
M
Tr
(
F− ⋆ F− −
(
dAΦ− iυF
)
⋆
(
dAΦ¯− iυ¯F
)
+ χ ⋆ dAΨ−Ψ ⋆ dAη
+ T ⋆
(
F +
2
n
T
)− 2
n
χ ⋆
(
[Φ, χ] + Lυχ
)
− η ⋆
(
[Φ, η] + Lυη
)
−Ψ ⋆
(
[Φ¯,Ψ] +Lυ¯Ψ
)
+
(
[Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF
)2)
(A.122)
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By comparing the equivariant topological action (A.122) to the topological action
(A.102) one get a simple rule to pass from one to the other. In the case discussed in
Sect.4 the sc and δc¯ operators are nilpotent modulo gauge transformations, ı.e. s
2
c =
δgauge(Φ) and δ2c¯ = δ
gauge(Φ¯). In the equivariant case, the nilpotency is also verified
modulo reparametrizations along the Killing vectors υ and υ¯, as one can see from the
first line of Eq. (A.118). To pass from the ordinary topological theory to the equivariant
one, we have to make the substitution
δgauge(Φ)→ δgauge(Φ + iυA) + Lυ δgauge(Φ¯)→ δgauge(Φ¯ + iυ¯A) + Lυ¯ (A.123)
This amounts to the redefinitions
dAΦ→ dAΦ− iυF dAΦ→ dAΦ¯− iυ¯F
[Φ, Φ¯]→ [Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF (A.124)
for the bosonic fields, and
[Φ, χ]→ [Φ, χ] + Lυχ [Φ, η]→ [Φ, η] + Lυη
[Φ¯,Ψ]→ [Φ¯,Ψ] +Lυ¯Ψ (A.125)
for the fermion fields. One can check that, by doing the substitutions (A.124) and (A.125)
in the topological action (A.102), one obtains the equivariant topological action (A.122).
Finally, we see that in the equivariant topological theory, the scalar field Φh has a
non-trivial expectation value. In the following subsection we will show that the equi-
variant action (A.122) can be related by twist to the Super Yang–Mills theory on the
Ω-background introduced in [48].
Dimensional reduction and Ω background
The so-called Ω-background can be introduced by considering a non-trivial dimensio-
nal reduction of the Super Yang–Mills theory on a torus. In this dimensional reduction,
the original theory is defined on a Riemannian fiber bundle E
M → E
↓
Tm−n (A.126)
such that the manifold M on which the dimensionally reduced theory lives is fibered on
the torus. Eventually, we can define the metric as follows :
G ≡ δαβ dyα ⊗ dyβ + gµν
(
dxµ + υµαdy
α
)⊗ (dxν + υνβdyβ) (A.127)
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Here, the xµ are local coordinates on M , yα are coordinates on Tm−n and υα are vector
fields on M . It is natural to require that the metric G does not depend on the torus
coordinates ; in fact, any non-trivial dependence would forbid a consistent cancellation
of non-zero modes in the limit of zero radius.
In order to have a supersymmetric theory, one requires the existence of, at least, one
supersymmetry generator, and thus the existence of a covariantly constant spinor field
on the manifold. This implies that both manifolds M and E are Ricci flat [20] :
RE mn = 0 R
M
µν = 0 (A.128)
These equations turn into constraints on the vector fields υα
Lυαgµν =0
[υα, υβ] = 0
d ⋆ dg(υα)= 0 (A.129)
The first equation in (A.129) implies that υα’s are Killing vectors for the manifold M ,
while the second imposes that they commute, i.e. Lυαυβ = 0. The vectors υα can be
mapped upon the Killing vectors that we used in the construction of the equivariant
topological field theory in the previous subsection. The last equation in (A.129) imposes
further restrictions on the υα’s in order to preserve the supersymmetry. These conditions
are not present in the topological theory. In fact, as we will see in detail in the following,
they can be relaxed at the price of breaking the SO(n) rotation invariance of the super-
symmetric theory to the special holonomy subgroup required to define the topologically
twisted theory.
Let us now work out the case of the eight-dimensional super Yang–Mills theory.
Supersymmetric formulation in eight dimensions
The ten-dimensional vielbeins corresponding to the metric (A.127) are
eAm=ˆ
(
eaµ iυβe
a
0 δαβ
)
emA =ˆ
(
eµa 0
−υµα δβα
)
(A.130)
The dimensional reduction of the ten-dimensional Yang–Mills curvature reads
1
2
Fmn dx
m
∧dx
n =
1
2
Fµν dx
µ
∧dx
ν +Dµφα dx
µ
∧dy
α +
1
2
[φα, φβ] dy
α
∧dy
β
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We can write this curvature in locally flat coordinates by using the vielbeins (A.130)
1
2
FAB e
A
∧e
B =
1
2
Fab e
a
∧e
b +
(
eµaDµφβ − υνβeµaFµν
)
ea∧dy
α
+
1
2
(
[φα, φβ]− υµαDµφβ + υµβDµφα + υµαυνβFµν
)
dyα∧dy
β (A.131)
By plugging (A.131) into the action
∫
M
d8x
√
gTr
(
−1
4
FABF
AB +
i
2
(
ΛΓADA Λ
))
(A.132)
one can read the bosonic part of the eight-dimensional action. Concerning the fermionic
part, we have to decompose the contraction of the covariant derivative emADm. To simplify
the computation we observe that
emADm = LemA (A.133)
since emA is covariantly constant. The Lie derivative is independent of the Riemannian
connection and thanks to this property, one has :
emADm=ˆ
(
eµaDµ , φα −Lυα
)
(A.134)
The ten-dimensional gamma matrices are related to those in eight dimensions as follows :
Γm ≡ σ2 ⊗ γµ, σ2 ⊗ γ9, σ1 ⊗ 1 (A.135)
Using the above equations one obtains the action and its supersymmetries on a eight
dimensional pseudo-Riemannian manifold. By extending to eight dimensions the Wick
rotation on the fermions, which is defined in [22], one can Wick-rotate this theory to a
Riemannian manifold, as follows :
x0 → e−iθx0 γ8 ≡ iγ0
Aµ → (eiθA8, Ai)
λ→ e 12 θγ8γ9λ λ†→λ†e 12 θγ8γ9
φ1→ eiθφ1 φ2→φ2
υ1→ eiθυ1 υ2→ υ2
(A.136)
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Eventually, one sets θ = π
2
, and one gets the Euclidean action
∫
M
d8x
√
gTr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
(
Dµφα + υ
ν
αFνµ
)(
DµΦα + υασF
σµ
)
+
i
2
(
λ/Dλ
)
− 1
2
(
[φ1, φ2]−Lυ1φ2 + Lυ2φ1 + υµ1υν2Fµν
)2
+
i
2
(
λγ9
(
[φ1, λ]−Lυ1λ
))
+
1
2
(
λ
(
[φ2, λ]−Lυ2λ
)))
(A.137)
We recall that the spinor Lie derivative is defined by
Lυλ = υ
µDµλ+
1
2
Dµυνγ
µνλ (A.138)
where γµν ≡ 1
4
[γµ, γν ].
The action (A.137) has the following supersymmetry :
δAµ= −i(ǫγµλ)
δφ1 = −(ǫγ9λ)− i
(
ǫ/υ1λ
)
δφ2 = −(ǫλ)− i
(
ǫ/υ2λ
)
δλ = /Fǫ− iγ9
(
/Dφ1 + upslopeiυ1F
)
ǫ− i
(
/Dφ2 + upslopeiυ2F
)
ǫ
+γ9
(
[φ1, φ2]−Lυ1φ2 + Lυ2φ2 + iυ2iυ1F
)
ǫ
(A.139)
In fact, the symmetry holds only if the covariantly constant spinor ǫ is constant along the
flow of the υα’s. Thus Ω
α
ab ≡ 12
(
dg(υα)
)
ab
must define a degenerated matrix /Ωα. In eight
dimensions, a constant spinor only exists on a Joyce manifold, and its Lie derivative can
be written as
Lυεα = 1
2
/Ωα
βεβ (A.140)
which is zero if and only if Ω is selfdual. Thus the constant spinor remains invariant
under the isometries generated by υα’s only if the matrix Ωα is selfdual. Such vectors
verify the third equations in (A.129) d⋆dg(υα)=0. The explicit form of the action (A.137)
for M ∼= R8 is displayed in Appendix C.
The twisted theory for Ω backgrounds
The modifications of the supersymmetric theory are formally quite mild when one
introduces the Ω backgrounds. They are completely determined at the purely bosonic
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level. Thus, all twist operations must remain identical, and one can define the twisted
scalar and vector operators Q and Qµ from Eq.(A.139). To compute the twisted version
of the action (A.137), we define :
υ = υ1 − υ2 υ¯ = 1
2
(
υ1 + υ2
)
(A.141)
We obtain :
I =
∫
M
Tr
(
−1
2
F ⋆ F −
(
dAΦ− iυF
)
⋆
(
dAΦ¯− iυ¯F
)
− 4χ ⋆ dAΨ−Ψ ⋆ dAη
− 2χ ⋆
(
[Φ, χ] + Lυχ
)
− 1
2
η ⋆
(
[Φ, η] + Lυη
)
−Ψ ⋆
(
[Φ¯,Ψ] +Lυ¯Ψ
)
+
1
2
(
[Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF
)2
+ 2T ⋆ T
)
(A.142)
One can verify that this action is Q exact, up to a topological term and can be written
as follows :
I = −1
2
∫
M
Tr
(
C ∧ F ∧ F
)
+Q
∫
M
Tr
(
−2χ ⋆ (F − T ) + Ψ ⋆
(
dAΦ¯− iυ¯F
)
+
1
2
⋆ η
(
[Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF
))
(A.143)
We thus recover by twisting the action of the equivariant topological theory (A.122)8, and
discover that the scalar and vector topological symmetries defined from the equivariant
horizontality conditions correspond to the twisted supersymmetries of the Super Yang–
Mills theory on the Ω-background. Notice that the action in the twisted formulation
(A.142) is BRST-exact, and so BRST closed, for all commuting vector fields υα, so that
the matrices Ωαab are no longer required to be selfdual in order to have a BRST-closed
action. This can be understood as follows : if we consider the twisted theory for a generic
Ω-background (i.e. Ωαab generic matrices) and we untwist it, we get a term
1
4
λα/Ω+α
β
λβ − 1
2
λα˙
(
/Ω
+ α˙
β˙ − /Ω
− α˙
β˙
)
λβ˙ (A.144)
8This hold true, up to a rescaling in (A.121) which leaves the BRST operator invariant. That is of a
factor −2 for χ and T , a factor 1
2
for Φ¯, η and υ¯, and a global factor 2 on the action. We must also add
the substitution T → T + F−.
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where the plus and the minus stand for the selfdual and antiselfdual projections with
respect to the Cayley four form C. The term (A.144) breaks the rotation invariance from
SO(8) to Spin(7), effectively twisting the theory.
A.1.8 Conclusion
On manifolds of reducible tangent bundle, the existence of a covariantly constant
vector field allows one to extend the horizontality condition. This extension define two
nilpotent topological operators, the usual scalar one, and the vector topological opera-
tor. These two operators define a closed off-shell algebra, in a globally well-defined way.
In order to make contact with known results, we observe that the dimensional reduc-
tion on a circle with tangent vector κ of this horizontality condition is nothing but the
BRST-antiBRST horizontality condition, which also defines two topological charges of
a resulting balanced topological theory, as it was defined in [47]. The consistency of the
algebra needs the existence of the concept of selfduality or antiselfduality. In eight dimen-
sions, this implies that the manifold is of a Joyce type. The use of the vector symmetry
permits one to raise the indetermination of the topological gauge function, and eventually
of a topological BRSTQFT action that determines by twist supersymmetry.
The invariance of the action under the vector symmetry is in fact equivalent to the
conservation of its Noether current, which turns out to be a BRST-antecedent of the
energy momentum tensor. A more conventional construction would be the definition of a
BRSTQFT from the last condition, but it would obscure the geometrical interpretation.
This algebraic construction of topological theory extends to the case of Ω background.
The extended differential is understood as the equivariant differential with respect to the
action of an isometry group of the physical space, and the observables of the theory are
in the equivariant cohomology of this differential.
Beyond the mathematical interpretation of the fields occurring in BRSTQFT, it is
striking that the extended horizontality condition also provides a geometrical construction
of a subalgebra of (possibly maximal) supersymmetry which can be closed off-shell and
completely determines the action. Thus, it determines the whole supersymmetric algebra
in the flat space limit, and the question of having no finite set of auxiliary field for the
superPoincare´ algebra becomes irrelevant. These results are compatible with dimensional
reduction, and apply therefore to different cases of supersymmetry, in other dimensions.
A most interesting application of this construction is for four-dimensional N = 4
super-Yang–Mills, which will be published separately. The existence of an off-shell closed
sector of supersymmetry permits to greatly improve algebraic study of renormalization.
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This is a progress, since, until now, one had to use symmetries which close only mo-
dulo equations of motion. The nilpotent form of the algebra is also useful for algebraic
renormalization and show that the gauge-fixing is compatible with supersymmetry.
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A.2 Supersyme´trie maximale en 4 dimensions
L. Baulieu et G. Bossard,
« New results on N = 4 super-Yang–Mills theory »
Phys. Lett. B 632, 131 (2006) hep-th/0507003.
On de´duit des re´sultats de la premie`re publication, trois courbures e´tendues pour la
the´orie de type cohomologique en sept dimensions, dont deux permettent de de´terminer
la repre´sentation de l’ensemble des charges de supersyme´trie de la the´orie. La the´orie est
e´quilibre´e. Les ge´ne´rateurs tordus sont ainsi dans des doublets du groupe de syme´trie
interne SL(2,R). Ils sont constitue´s d’un doublet de charges scalaires sα et d’un doublet
de charges vectorielles δα. On de´finit ici un automorphisme vectoriel et adγ qui me´lange
les charges scalaires avec les charges vectorielles. Le ge´ne´rateur de cet automorphisme γ
constitue un ante´ce´dent des charges vectorielles par rapports aux charges scalaires.
δα = [sα, γ] (A.145)
L’action de la the´orie peut s’e´crire aussi bien comme un terme sαsα-exact que comme
un terme sαδα-exact, modulo la seconde classe de Chern. La repre´sentation fonctionnelle
des charges de supersyme´trie n’est cependant en involution que si l’on brise la covariance
SL(2,R) au sous groupe SO(2) et qu’on ne conside`re qu’une des charges vectorielles. Les
neufs charges restantes correspondent a` la re´duction dimensionnelle de la charge scalaire
et de la charge vectorielle en huit dimensions.
On reproduit ensuite l’ensemble de ces re´sultats pour la the´orie de Yang–Mills maxi-
malement supersyme´trique quadridimensionnelle dans sa formulation tordue a` la Vafa–
Witten. Celle-ci peut eˆtre obtenue par re´duction dimensionnelle a` partir de la the´orie en
sept dimensions, en identifiant le groupe de syme´trie interne SU(2) (SO(3) des modes
ze´ro des vecteurs de´finis sur le 3-tore) avec le sous groupe SU(2) anti-autodual de Spin(4),
de telle sorte que le sous groupe pre´serve´ de Spin(4)× SU(2) est inclus dans G2. On ne
conside`re pas les charges tensorielles, qui apparaissent par re´duction dimensionnelle des
charges vectorielles en sept dimensions et se repre´sentent dans l’adjointe du SU(2) diago-
nal. La proprie´te´ remarquable est que la sous alge`bre de supersyme´trie compose´e de deux
charges scalaires et d’une charge vectorielle qui admet une repre´sentation fonctionnelle
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locale sur les champs, de´termine a` elle seule l’action renormalisable invariante par rap-
port au groupe des rotations tordues. On obtient ainsi que six charges de supersyme´trie
impliquent a` elles seules l’invariance par rapport aux seize charges de la supersyme´trie
maximale.
Il s’ave`re que cette proprie´te´ est propre de la formulation tordue de Vafa–Witten, et
ne se retrouve pas dans les deux autres formulations tordues de la the´orie.
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New results on N = 4 super-Yang–Mills theory
abstract
The N = 4 SuperYang–Mills theory is covariantly determined by two
scalar and one vector BRST topological symmetry operators. This de-
termines an off-shell closed sector of N = 4 SuperYang–Mills, with 6 ge-
nerators, which is big enough to fully determine the theory, in a Lorentz
covariant way. This reduced algebra derives from horizontality condi-
tions in four dimensions. The horizontality conditions only depend on
the geometry of the Yang–Mills fields. They also descend from a genuine
horizontality condition in eight dimensions. When the four dimensional
manifold is hyperKa¨hler, one can perform a twist operation that defines
the N = 4 supersymmetry and a SL(2,H) interne symmetry (the “Eu-
clidean version” of the SU(4) R-symmetry in Minkowski space). These
results extend in a covariant way the light-cone property that the N = 4
super Yang–Mills theory is actually determined by only 8 independent
generators, instead of the 16 generators that occur in the physical re-
presentation of the super Poincare´ algebra. The topological construction
disentangles the off-shell closed sector of the (twisted) maximally super-
symmetric theory from the sector that closes only modulo equations of
motion. It allows one to escape the question of auxiliary fields in N = 4
SuperYang–Mills theory.
A.2.1 Introduction
Recently, we have constructed the genuine N = 2 supersymmetric algebra in four and
eight dimensions in their twisted form, directly from extended horizontality conditions
[A.1]. The new features were the geometrical construction of both scalar and vector topo-
logical BRST symmetries. A remarkable property is that the supersymmetry Yang–Mills
algebra, both with 8 and 16 generators, contain an off-shell closed sector, with 5 and 9
generators, respectively, which is big enough to completely determine the theory. The key
of the geometrical construction is the understanding that one must determine the scalar
topological BRST symmetry in a way that is explicitly consistent with reparametrization
symmetry. This yields the vector topological BRST symmetry in a purely geometrical
way.
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Here we will extend the result to the case of the maximally supersymmetric N = 4
algebra in four dimensions, with its 16 supersymmetric spinorial generators and SL(2,H)
internal symmetry9. The most determining phenomenon occurs when one computes the
dimensional reduction from eight to seven dimensions, which provides an SL(2,R) sym-
metry. This explains the organization of the paper and the eventual obtaining of four-
dimensional horizontality conditions, which determine the N = 4 algebra in a twisted
form. We will also discuss the possible other twists of the supersymmetric theory.
As for the physical application of our construction, having obtained an off-shell closed
algebra allows one to escape the question of auxiliary fields in N = 4 SuperYang–Mills
theory. In a separate publication, using this algebra and its consequences, we will give an
improved demonstration of the renormalization and finiteness of the N = 4 super-Yang–
Mills theory [68, 69].
A.2.2 From the D = 8 to the D = 7 Yang–Mills theory
Determination of both topological scalar symmetries in seven dimensions
The D = 8 topological Yang–Mills theory relies on the following horizontality equa-
tion, completed with its Bianchi identity [A.1] :
(d+s+δ−iκ)
(
A+ c+ |κ|c¯)+(A+ c+ |κ|c¯)2 = F+Ψ+g(κ)η+iκχ+Φ+ |κ|2Φ¯ (A.146)
One has the closure relations :
s2 = δ2 = 0 {s, δ} = Lκ (A.147)
We refer to [A.1] for a detailed explanation of these formula and the twisted fields
that they involve. Ψ is a 1-form topological ghost and χ is an antiselfdual 2-form in eight
dimensions, with 7 independent components. Selfduality exists in eight dimensions when
the manifold has a holonomy group included in Spin(7). The octonionic invariant 4-form
of such a manifold allows one to define selfduality, by the decomposition of a 2-form as
28 = 7 ⊕ 21. κ is a covariantly constant vector, which exists if the holonomy group is
included in G2 ⊂ Spin(7). Φ and Φ¯ are respectively a topological scalar ghost of ghost
and an antighost for antighost. c and c¯ can be interpreted as the Faddeev–Popov ghost
9The internal symmetry group SU(4) of N = 4 super-Yang–Mills, defined on a Minkowski space,
must be replaced on a Euclidean one by SL(2,H) ∼ SO(5, 1). This is implied by the fact that N = 4
super-Yang–Mills is the dimensional reduction of the ten-dimensional N = 1 super-Yang–Mills theory,
which is only defined on Minkowski space.
A.2. SUPERSYME´TRIE MAXIMALE EN 4 DIMENSIONS 185
and antighost of the eight-dimensional Yang–Mills field A. s and δ are the scalar and
vector topological BRST operators. In flat space, one can write δ + |κ|δgauge(c¯) = κµQµ,
and we understand that Q = s + δgauge(c) and Qµ count for 9 independent generators,
giving an off-shell closed sector of N = 2, D = 8 twisted supersymmetry, which fully
determines the theory [A.1].
To determine the topological symmetry in seven dimensions, we start from a manifold
in eight dimensions that is reducible, M8 = N7 × S1, where N is a G2-manifold. We can
chose κ as a tangent vector to S1. Thus, the 8-dimensional vector symmetry along the
circle reduces to a scalar one in seven dimensions, s¯, and the reduction of the antiself-
dual 2-form χ gives a seven-dimensional 1-form Ψ¯. So, the dimensional reduction of the
horizontality condition (A.189) is
(d+ s+ s¯)
(
A+ c+ c¯
)
+
(
A+ c+ c¯
)2
= F +Ψ+ Ψ¯ + Φ + L+ Φ¯ (A.148)
Indeed, with our choice of κ, L = iκA = A8 in eight dimensions. Eq. (A.148) can be
given a different interpretation than Eq. (A.189). It contains no vector symmetry and
looks like a standard 7-dimensional BRST-antiBRST equation. The transformation of
L, the origin of which is A8, is now given by the Bianchi identity of Eq. (A.148). In
fact, after dimensional reduction, L is understood as a curvature. Using the convenient
pyramidal diagrammatic description of ghost-antighost structures, we can rewrite the
field description, as follows :
A , L
Ψ , η¯ Ψ¯
Φ Φ¯
η
−→
A
Ψ Ψ¯
Φ L Φ¯
η¯ η
(A.149)
As compared to the asymmetrical diagram on the left hand-side, the one on the
right hand-side exhibits an SL(2,R) symmetry, which counts the ghost antighost num-
bers. Indeed, each line of this diagram corresponds to an irreducible representation of
SL(2,R), namely a completely symmetrical SL(2,R)-spinorial tensor with components
φg,G−g, where g and G − g are respectively the (positive) ghost and antighost num-
bers of φ, and 2g − G is the effective ghost number of φ. This SL(2,R) symmetry
actually applies to the covariant ghost-antighost spectrum of a p-form gauge field φp,
φ˜p =
∑
0≤G≤p
∑
0≤g≤G φ
g,G−g
p−G .
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In fact, the fields (Ψ, Ψ¯) and (η, η¯) can be identified as SL(2,R) doublets, Ψα and ηα,
α = 1, 2, and the three scalar fields (Φ, L, Φ¯) as a SL(2,R) triplet, Φi, i = 1, 2, 3. The
index α and i are respectively raised and lowered by the volume form εαβ of SL(2,R)
and the Minkowski metric ηij of signature (2, 1). Both BRST and antiBRST operators
can be assembled into a SL(2,R) doublet sα = (s, s¯).
The horizontality condition (A.148) can be solved, with the introduction of three
0-form Lagrange multipliers, η, η¯, b and a 1-form T .
sA=Ψ− dAc s¯A=Ψ¯− dAc¯
sΨ=−dAΦ− [c,Ψ] s¯Ψ=−T − dAL− [c¯,Ψ]
sΦ=−[c,Φ] s¯Φ=−η¯ − [c¯,Φ]
sΦ¯= η − [c, Φ¯] s¯Φ=−[c¯, Φ¯]
sη= [Φ, Φ¯]− [c, η] s¯η=−[Φ¯, L]− [c¯, η]
sL= η¯ − [c, L] s¯L=−η − [c¯, L]
sη¯= [Φ, L]− [c, η¯] s¯η¯= [Φ, Φ¯]− [c¯, η¯]
sΨ¯=T − [c, Ψ¯] s¯Ψ¯=−dAΦ¯− [c¯, Ψ¯]
sT = [Φ, Ψ¯]− [c, T ] s¯T =−dAη + [L, Ψ¯]− [Φ¯,Ψ]− [c¯, T ]
sc=Φ− c2 s¯c=L− b
sc¯= b− [c, c¯] s¯c¯=Φ¯− c¯2
sb= [Φ, c¯]− [c, c¯] s¯b= η + [c¯, L]
(A.150)
These equations are not SL(2,R) covariant because of our simplest choice of the
transformation of antighosts transformations, like sc¯ = b− [c, c¯]. By suitable redefinitions
of auxiliary fields, one can get, however, a manifestly SL(2,R) covariant formulation of
the symmetry, as follows :
sαA = Ψα − dAcα
sαΨβ = δ
α
βT − σiβαdAΦi − [cα,Ψβ]
sαΦi =
1
2
σi
αβηβ − [cα,Φi]
sαηβ = −2σijβα[Φi,Φj]− [cα, ηβ]
sαT =
1
2
dAη
α + σi αβ[Φi,Ψβ]− [cα, T ]
sαcβ = −δαβ b+ σiβαΦi −
1
2
[cα, cβ]
sαb = −1
2
ηα +
1
2
σi αβ[Φi, cβ] +
1
12
[cβ, [cβ, c
α]]− 1
2
[cα, b] (A.151)
The Cartan algebra (that we will denote by the subindex (c)) is obtained by adding gauge
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transformations with parameters c and c¯, from s and s¯, respectively. It reads :
sα(c)A = Ψ
α
sα(c)Ψβ = δ
α
βT − σiβαdAΦi
sα(c)Φi =
1
2
σi
αβηβ
sα(c)ηβ = −2σijβα[Φi,Φj]
sα(c)T =
1
2
dAη
α + σi αβ[Φi,Ψβ]
(A.152)
The equivariant (Cartan) algebra is the one that will match by twist with the relevant part
of the twisted supersymmetry algebra. Its closure is only modulo gauge transformations,
with parameters that are ghosts of ghosts.
Determination of the equivariant part of both topological vector symmetries
in seven dimensions
We have produced by dimensional reduction a new scalar (antiBRST) topological
symmetry operator. However, we have apparently lost the rest of the vector symmetry
in eight dimensions, since we have chosen κ along the circle of dimensional reduction.
The freedom of choosing this circle generates an automorphism of the seven dimensional
symmetry. It allows one to obtain two vector topological symmetries, in seven dimensions,
in a SL(2,R) symmetric way.
In the genuine theory in eight dimensions, the definition of a chosen Spin(7) structure
is actually arbitrary. The different choices of a Spin(7) structure on the eight dimensio-
nal Riemann manifold can be parametrized by the transformations of SO(8) \ Spin(7).
However, such transformations cannot be represented on eight dimensional fields such
as the antiselfdual 2-form χµν . They are generated by antiselfdual 2-form infinitesimal
parameters, which can be parametrized by seven-dimensional vectors, after dimensional
reduction to 7 dimensions. One can thus define the following (commuting) 7-dimensional
derivation γ, which depends on a covariantly constant seven-dimensional vector κµ, (the
indices µ, ν... are seven dimensional), and acts as follows on the 7-dimensional fermion
fields :
γΨαµ =−κµηα − CµνσκνΨασ
γηα=κµΨαµ (A.153)
The action of γ is zero on the bosonic field of the equivariant BRST algebra, but on the
Lagrange multiplier field T . (We will shortly define γT , by consistency). Cµνσ is the seven
dimensional G2 invariant octonionic 3-form and its dual is the 4-form C
⋆
µνσρ. We will use
the notation iκ ⋆ C
⋆w1 = −Cµνσκνwσdxµ. The derivation γ expresses the arbitrariness in
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the choice of an eighth component, in order to perform the dimensional reduction. To each
constant vector on N , one can assign an U(1) group, which is subset of SO(8) \Spin(7).
Since {sα(c), sβ(c)} = σi αβδgauge(Φi), one can verify on all fields :
{etγsα(c)e−tγ , etγsβ(c)e−tγ} = {sα(c), sβ(c)} (A.154)
One defines the vector operator :
δα(c) ≡ [sα(c), γ] (A.155)
Since [[sα(c), γ], γ] = −sα(c), one has :
etγsα(c)e
−tγ = cos t sα(c) − sin t δα(c) (A.156)
To ensure the validity of this formula on T , one defines the transformation of the auxiliary
field T as follows :
γT = −iκF − 2iκ ⋆ C⋆T (A.157)
Computing the commutators of sα(c) and γ, one gets the action of δ
α
(c) :
δα(c)A= g(κ)η
α + iκ ⋆ C
⋆Ψα
δα(c)Ψβ = δ
α
β iκ
(
F + ⋆C⋆T
)
+ σiβ
α
iκ ⋆ C
⋆dAΦi − 2g(κ)σijβα[Φi,Φj]
δα(c)Φi=−
1
2
σi
αβiκΨβ (A.158)
δα(c)ηβ =−δαβ iκT + σiβαLκΦi
δα(c)T =
1
2
dAiκΨ
α − iκ ⋆ C⋆dAηα + g(κ)σi αβ[Φi, ηβ]− σi αβiκ ⋆ C⋆[Φi,Ψβ]−LκΨα
δα(c) is a pair of two vector symmetries in seven dimensions, which transform as an
SL(2,R)-doublet. This completes the scalar doublet sα(c).
Then, one can verify that the anticommutation relations for the vector operator δα(c)
are :
{sα(c), δβ(c)} = εαβ
(Lκ + δgauge(iκA)) {δα(c), δβ(c)} = 2σi αβδgauge(Φi) (A.159)
Reciprocally, these closure relations uniquely determine δα(c), from the knowledge of s
α
(c).
In the next section, we will re-derive these transformation laws, from horizontality
equations. Moreover, we will extend them as nilpotent transformations, by including
gauge transformations.
It is instructive to check the expression we have just obtained for δα(c), by starting
from Eq. (A.189) in 8 dimensions (with the notational change c¯ → γ), and computing
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the dimensional reduction with a vector κ along N , instead of along the circle. This gives :
δA = g(κ)η + iκ ⋆ C
⋆Ψ¯− |κ|dAγ
δΨ = iκ
(
F − ⋆C⋆T)+ g(κ)[Φ, Φ¯]− [|κ|γ,Ψ]
δΦ = iκΨ− [|κ|γ,Φ]
δΦ¯ = −[|κ|γ, Φ¯]
δη = LκΦ¯− [|κ|γ, η]
δL = iκΨ¯− [|κ|γ, L]
δη¯ = iκ
(
T + dAL
)− [|κ|γ, η¯]
δΨ¯ = iκ ⋆ C
⋆dAΦ¯− g(κ)[Φ¯, L]− [|κ|γ, Ψ¯]
δT = LκΨ¯ + iκ ⋆ C
⋆
(
dAη + [Φ¯]
)
+ g(κ)[L, η]− g(κ)[Φ¯, η¯]− [|κ|γ, T ](A.160)
One can then verify :
[s¯, γ] = δ (A.161)
with the modified definition that
γT = iκF − 2iκ ⋆ C⋆T − iκ ⋆ C⋆dAL
γ c¯ = −|κ|γ γγ = 1|κ| c¯ (A.162)
The difference between this expression of δ+ |κ|δgauge(γ) and that of a component of the
SL(2,R) covariant vector symmetry operators δα(c) is just a field redefinition.
The complete Faddeev–Popov ghost dependent vector and scalar topological
symmetries in seven dimensions
We now directly construct the scalar and vector BRST topological operators sα and
δα, the equivariant analogs of which are sα(c) and δ
α
(c). One needs scalar Faddeev–Popov
ghosts, c, c¯, γ, γ¯, which are associated to the equivariant BRST operators s(c), s¯(c), δ(c), δ¯(c),
respectively.
The relations (A.159) suggests the following horizontality condition, with (d+ s+ s¯+
δ + δ¯)2 = 0 :
(d+ s+ s¯+ δ + δ¯)
(
A+ c+ c¯+ |κ|γ + |κ|γ¯)+ (A+ c+ c¯+ |κ|γ + |κ|γ¯)2
= F +Ψ+ Ψ¯ + g(κ)
(
η + η¯
)
+ iκ ⋆ C
⋆
(
Ψ+ Ψ¯
)
+ (1 + |κ|2)(Φ + L+ Φ¯) (A.163)
It is SL(2,R) and γ invariant. By construction, this equation has the following indeter-
mination :
{s, δ}+ {s¯, δ¯} = 0 (A.164)
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This degeneracy is raised, owing to the introduction of the constant vector κ, with,
{s, δ} = Lκ {s¯, δ¯} = −Lκ (A.165)
This relation is fulfilled by completing Eq. (A.163) by the following ones :
(d+ s+ δ − iκ)
(
A+ c+ |κ|γ)+ (A+ c+ |κ|γ)2
= F +Ψ+ g(κ)η + iκ ⋆ C
⋆
(
Ψ¯
)
+
(
Φ + |κ|2Φ¯)(A.166)
(d+ s¯+ δ¯ + iκ)
(
A+ c¯+ |κ|γ¯)+ (A+ c¯+ |κ|γ¯)2
= F + Ψ¯ + g(κ)η¯ + iκ ⋆ C
⋆
(
Ψ
)
+
(
Φ¯ + |κ|2Φ)(A.167)
The SL(2,R) and γ invariant Eqs. (A.163),(A.166),(A.167) are consistent, but not inde-
pendent. Only one of Eqs. (A.166) or (A.167) is needed to complete Eq. (A.163). One
introduces the b field as usual in order to solve equations of the type sc¯+ s¯c+ ... = 0. One
can verify that, by expansion in ghost number, the horizontality conditions reproduce
the transformations (A.150) and (A.160).
We note that the number of symmetries carried by the generators sα(c) and δ
α
(c) is
1+1+7+7=16. They yield, by untwisting in flat space, the complete set of Poincare´
supersymmetry generators (we donnot reproduce here this lengthy computation). We
can understand the seven generators determined by δ¯ as the dimensional reduction of
the twisted antiselfdual generator of N = 2, D = 8 supersymmetry, and s¯ and δ as
the dimensional reduction of the twisted vector supersymmetry in 8 dimensions. Only a
maximum of 9=1+1+7 generators, among the 16 ones that are determined by s, s¯, δ, δ¯,
build an off-shell closed algebra, since both operators δα(c) depend on a single vector κ. In
fact, the commutation relations of the vector operators Qµ and Q¯ν , where δ(c) = κ
µQµ
and δ¯(c) = κ
µQ¯µ, yield non closure terms for their antisymmetric part in µ, ν. One can
choose Q, Q¯,Qµ as such a maximal subalgebra.
Dimensional reduction therefore transforms the NT = 1 eight-dimensional theory
into a NT = 2 theory, with an SL(2,R) internal symmetry, and a G2 ⊂ Spin(7) Lo-
rentz symmetry. As a matter of fact, this algebra gives the SL(2,R) invariant twisted
supersymmetry transformations [88] in the limit of flat manifold.
Seven-dimensional invariant action
The most general gauge invariant topological gauge function Ψ, which yields a δ
invariant action S = sΨ− 1
2
∫
M
C∧Tr F∧F , is :
Ψ = 2
∫
M
Tr
(
C⋆∧Ψ¯∧F + Ψ¯ ⋆
(
dAL+ T
)
+Ψ ⋆ dAΦ¯ + ⋆η[Φ, Φ¯] + ⋆η¯[Φ¯, L]
)
(A.168)
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This function turns out to be s¯-exact and thus s¯ invariant. Moreover, S is δ¯ invariant.
By using the SL(2,R) covariant form of the algebra, we can compute the gauge function
Ψ in a manifestly invariant way, as a component of a doublet Ψα. One has σ
i αβδαΨβ = 0
and Ψα = δαG . S = s
αΨα − 12
∫
M
C∧Tr F∧F , and, with our conventions, Ψ ∝ Ψ1. The
automorphism generated by γ leaves invariant neither the gauge function, nor the action,
since its action breaks the structure Spin(7) of the 8-dimensional theory. These properties
will remain analogous in 4 dimensions, and we will give more details in this case.
A.2.3 Reduction to four dimensions and N = 4 theory
The process of dimensional reduction can be further done, from 7 dimensions. The
ghost antighost symmetry that has appeared when going down from 8 to 7 dimensions
will continue to hold true, and therefore, one remains in the framework of an NT = 2
theory, with SL(2,R) invariance.
One is concerned by going down from seven to four dimensions. The SO(7)-symmetry
is decomposed into SO(4)× SO(3) ∼ SU(2)× SU(2)× SU(2), and insides this decom-
position, the G2-symmetry is decomposed into SU(2) × diag
(
SU(2)× SU(2)). So, the
(twisted) 4-dimensional theory has a Spin(4) Lorentz symmetry, with an SL(2,R) inter-
nal symmetry.
It is useful to use a hyperKa¨hler structure to simplify the form of the equations. For
instance, given the 3 constant hyperKa¨hler 2-forms J Iµν , an antiselfdual 2-form hµν can
be written as hµν = hIJ
I
µν , where hI is a SU(2) triplet made of scalars. Capital indices
as I are devoted to the adjoint representation of the chiral SU(2) factor of the the
Lorentz symmetry, (which leaves invariant self-dual 2-forms), the scalars hI correspond
to A7, A6, A5, etc.... This allows simplified expressions for scalars, such as, for instance,
εIJKh
IhJhK instead of hµ
νhν
σhσ
µ. Moreover, one is interested in obtaining by twist
the N = 4 super-Yang–Mills theory. This is a justification of the restricted choice of
a hyperKa¨hler manifold, since two constant spinors are needed to perform the twist
operation and eventually to map the topological ghosts on spinors. In the untwisted
theory, the bosonic fields hI is in the representation of the SU(2) ⊂ SL(2,H) R-symmetry.
Equivariant scalar and vector algebra in four dimensions
By dimensional reduction of the seven-dimensional equations of section 2, one can
compute the Cartan SL(2,R) doublet of scalar topological BRST operators for the to-
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pological symmetry in four dimensions :
sα(c)A = Ψ
α
sα(c)Ψβ = δ
α
βT − σiβαdAΦi
sα(c)Φi =
1
2
σi
αβηβ
sα(c)ηβ = −2σijβα[Φi,Φj]
sα(c)T =
1
2
dAη
α + σi αβ[Φi,Ψβ]
sα(c)h
I = χα I
sα(c)χ
I
β = δ
α
βH
I + σiβ
α
[Φi, h
I ]
sα(c)H
I =
1
2
[ηα, hI ] + σi αβ[Φi, χ
I
β]
(A.169)
One has the closure relation s
{α
(c)s
β}
(c) = σ
i αβδgauge(Φi). The Cartan vector algebra is :
δα(c)A= g(κ)η
α + g(JIκ)χ
α I
δα(c)Ψβ = δ
α
β
(
iκF − g(JIκ)HI
)
+ σiβ
α
g(JIκ)[Φi, h
I ]− 2σijβαg(κ)[Φi,Φj]
δα(c)Φi=−
1
2
σi
αβiκΨβ
δα(c)ηβ =−δαβ iκT + σiβαLκΦi
δα(c)T =
1
2
dAiκΨ
α − g(JIκ)
(
[ηα, hI ] + σi αβ[Φi, χ
I
β]
)
+ g(κ)σi αβ[Φi, ηβ]−LκΨα
δα(c)h
I =−iJIκΨα
δα(c)χ
I
β = δ
α
β
(
Lκh
I + iJIκT
)
+ σiβ
α
LJIκΦi
δα(c)H
I =
1
2
[iκΨ
α, hI ] + LJIκη
α + σi αβ[Φi, iJIκΨβ]−Lκχα I (A.170)
One has, δ
{α
(c)δ
β}
(c) = |κ|2σi αβδgauge(Φi), and δα(c) anticommute with sα(c), as follows10 :
{sα(c), δβ(c)} = εαβ
(Lκ + δgauge(iκA)) (A.171)
The four dimensional vector operators are sα-exact, as in seven dimensions, δα(c) = [s
α
(c), γ],
where the non zero component of γ are
γΨα = −g(κ)ηα − g(JIκ)χIα
γηα = iκΨα
γχIα = iJIκΨα
γT = −iκF + 2g(JIκ)HI
γHI = −LκhI − 2iJIκT
(A.172)
As in seven dimensions, one has a U(1) automorphism of the algebra, which is not a
symmetry of the theory, with etγsα(c)e
−tγ = cos t sα(c)− sin t δα(c) and etγδα(c)e−tγ = cos t δα(c)+
sin t sα(c).
10Note that, the existence of a covariantly constant vector field on a hyperKa¨hler manifold M implies
that M is flat. This explains the possible use of a complete quaternionic base of the tangent space TM :
κ, JIκ for the description of the vector symmetry.
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Invariant action
There are two gauge functions which fit in a fundamental multiplet of SL(2,R), and
satisfy :
σi αβδ(c)αΨβ = 0 (A.173)
The action is defined as :
S = −1
2
∫
M
Tr F∧F + s
α
(c)Ψα (A.174)
Eq. (A.173) completely constrains the gauge function (up to a global scale factor), as
follows :
Ψα =
∫
M
Tr
(
⋆χIαHI + χ
I
αJI ⋆ F −Ψα ⋆ T + J I ⋆Ψα∧dAhI − σiαβΨβ ⋆ dAΦi
− 2 ⋆ σijαβηβ[Φi,Φj]− ⋆σiαβχIβ[Φi, hI ] +
1
2
⋆ εIJKχ
I
α[h
J , hK ]
)
(A.175)
The action (A.174) is δα and sα invariant. Indeed, one can check that it verifies :
S = −1
2
∫
M
Tr F∧F + s
α
(c)s(c)αF = −
1
2
∫
M
Tr F∧F + s
α
(c)δ(c)αG (A.176)
with
F =
∫
M
Tr
(
⋆hIH
I + hIJ
I ⋆ F +
1
3
εIJKh
IhJhK − 1
2
Ψα ⋆Ψα +
1
2
⋆ ηαηα
)
(A.177)
G =
∫
M
Tr
(
−1
2
g(κ)∧
(
(A− A˚)∧(F + F˚ )− 13(A− A˚)3
)
− 1
2
⋆ εIJKh
I
LJJκh
K + ⋆ sα(c)δ(c)α
(
1
2
hIh
I − 2
3
ΦiΦi
))
(A.178)
These facts remind us that we are in the context of a NT = 2 theory. The critical
points of the Morse function F in the field space are given by the equations
J I ⋆ F +
1
2
⋆ εIJK [h
J , hK ] = 0
dA ⋆ hIJ
I = 0 (A.179)
Eqs. (A.179) are the dimensional reduction of selfduality equations in 7 dimensions.
[53, 15, 89] display analogous equations, corresponding to the dimensional reduction of
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the selfduality equation in 8 dimensions. [87] indicates that the moduli problems defined
by both equations are equivalent11.
Expanding the action S, and integrating out T and HI , reproduces the N = 4 action
in its twisted form [53, 15]12
S ≈
∫
M
Tr
(
−1
2
F ⋆ F +
1
4
dAhI ⋆ dAh
I + 2dAΦ
i ⋆ dAΦi − 2χαI J I ⋆ dAΨα + 2Ψα ⋆ dAηα
+ 2 ⋆ ηα[hI , χ
I
α] + JI ⋆Ψ
α[hI ,Ψα] + ⋆εIJKχ
α I [hJ , χKα ]
− 2 ⋆ σi αβχα I [Φi, χIβ]− 2 ⋆ σi αβηα[Φi, ηβ]− 2σi αβΨα ⋆ [Φi,Ψβ]
− 1
8
⋆ [hI , hJ ][h
I , hJ ]− 2 ⋆ [Φi, hI ][Φi, hI ]− 4 ⋆ [Φi,Φj][Φi,Φj]
)
(A.180)
In fact, it is not necessary to ask SL(2,R)-invariance from the beginning. Rather,
looking for a δ, s and s¯ invariant action, with ghost number zero, determines a unique
action, Eq. (A.174). This action has the additional SL(2,R) and δ¯ invariances. Thus the
N = 4 supersymmetric action is determined by the invariance under the action of only 6
generators s, s¯, δ, with a much smaller internal symmetry than the SL(2,H) R-symmetry,
namely the ghost number symmetry.
Horizontality condition in four dimensions
The algebra is not contained in a single horizontality condition, as in the seven-
dimensional case. In fact, one has splite conditions for the Yang–Mills field, and for the
scalar fields hI . (This gives the possibility of building matter multiplets, by relaxing the
condition that hI is in the adjoint representation of the gauge group). They are :
(d+ s+ s¯+ δ + δ¯)
(
A+ c+ c¯+ |κ|γ + |κ|γ¯)+ (A+ c+ c¯+ |κ|γ + |κ|γ¯)2
= F +Ψ+ Ψ¯ + g(κ)
(
η + η¯
)
+ g(JIκ)
(
χI + χ¯I
)
+ (1 + |κ|2)(Φ + L+ Φ¯)
(dA + s(c) + s¯c¯ + δγ + δ¯γ¯)h
I = dAh
I + χ¯I − χI + iJIκ
(
Ψ¯−Ψ) (A.181)
(d+ s+ δ − iκ)
(
A+ c+ |κ|γ)+ (A+ c+ |κ|γ)2 = F +Ψ+ g(κ)η + g(JIκ)χI + Φ+ |κ|2Φ¯
(dA + s(c) + δγ − iκ)hI = dAhI + χ¯I + iJIκΨ¯ (A.182)
11In fact, to solve the complete moduli problem [87], one must add the following equations for the
curvatures : dAΦi = 0, [Φi, h
I ] = 0, [Φi,Φj ] = 0.
12As a matter of fact, if the manifold on which the theory is defined is not hyperKa¨hler, the JI can not
be considered as constant. In this case the scalar fields hI acquires a “mass” term linear in the selfdual
part of the Riemann tensor.
A.2. SUPERSYME´TRIE MAXIMALE EN 4 DIMENSIONS 195
These equations and their Bianchi identities fix the action of s, s¯, δ and δ¯, by expansion
in ghost number, up to the introduction of auxiliary fields that are needed for solving the
indeterminacies of the form “s antighost + s¯ ghost” . These indeterminacies introduce
auxiliary fields in the equivariant part of the algebra, T andHI , as well as in the Faddeev–
Popov sector. The latter does not affect the equivariant, that is, gauge invariant, sector.
To be more precise about the number of auxiliary fields, all the actions given by a
symmetrized product of operators on the four Faddeev–Popov ghosts are determined by
the closure relations of the algebra. There is one indeterminacy for each antisymmetrized
product of operators. To close the algebra in the Faddeev–Popov sector, 11 = 6 + 4 + 1
Lagrange multiplier fields must be introduced, with the standard technique. We do not
give here the complete algebra for these fields, which we postpone for a further paper,
devoted to a new demonstration of the finiteness of the N = 4, D = 4 theory.
We can gauge-fix the action in a s and s¯ invariant way and/or in a s and δ invariant
way. In the former case, one uses an ss¯-exact term which gauge-fixes the connection A..
This ss¯-exact term eliminates all fields of the Faddeev–Popov sector, but c, c¯, and b ≡ sc¯.
In the former case, one uses an sδ-exact term. In this case, c¯ is replaced by γ.
A.2.4 Different twists of N = 4 super-Yang–Mills
As noted in [15, 14] there are three non equivalent twists of N = 4 super-Yang–
Mills, corresponding to the different possible choices of an SU(2) in the R-symmetry
group SL(2,H). When one defines the symmetry by horizontality conditions, these 3
different possibilities correspond to different representations of the matter fields. These
matter fields are respectively organized in an SL(2,R)-Majorana–Weyl spinor, a vector
field and a quaternion. The latter is the one studied in the previous section 13, and, as
a matter of fact, the most studied in the literature [87, ?, 89, 92]. It is the only case
that can be understood as a dimensional reduction of the eight-dimensional topological
theory. We will shortly see that the two other cases have scalar and vector symmetries
that are not big enough for a determination of the action.
Spinor representation
The first twist gives an NT = 1 theory. It is obtained by breaking Spin(4)⊗SL(2,H)
into Spin(4)⊗SU(2)⊗SL(2,R)⊗U(1), and then taking the diagonal of the chiral SU(2)
of Spin(4) with the SU(2) of the previous decomposition of SL(2,H). The bosonic matter
13The field L is the real part of the quaternion and the fields hI the imaginary one.
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field hα is then a chiral SL(2,R)-Majorana–Weyl spinor. The ghost λα+ and antighost λ
α
−
of the matter field are respectively chiral and antichiral SL(2,R)-Majorana–Weyl spinors.
The horizontality condition reads :
(dA + s(c) + δ(c) − iκ)hα = dAhα + λα+ + /κλα− (A.183)
Introducing the auxiliary antichiral SL(2,R)-Majorana–Weyl spinors Dα, one gets :
s(c)h
α = λα+ δ(c)h
α = /κλα−
s(c)λ
α
+ = [Φ, h
α] δ(c)λ
α
+ = /κD
α + Lκh
α
s(c)λ
α
− = D
α δ(c)λ
α
− = /κ[Φ¯, h
α]
s(c)D
α = [Φ, λα−] δ(c)D
α = /κ[η, hα] + /κ[Φ¯, λα+] + Lκλ
α
− (A.184)
With this definition of the twist, there is no other scalar or vector charge, which leaves us
with a NT = 1 theory. The action is not completely determined by these two symmetries.
Vector representation
One breaks SL(2,H) into Spin(4)⊗SO(1, 1) and then takes the diagonal of Spin(4)⊗
Spin(4) [91]. The matter horizontality condition involves a vector field V µ ≡ hµ, its vector
ghost Ψ¯ and antighosts scalar η¯ and selfdual 2-form χ¯,
(dA + s(c) + δ(c) − iκ)V = dAV + Ψ¯ + g(κ)η¯ + iκχ¯ (A.185)
This give the following transformations of the fields
s(c)V = Ψ¯ δ(c)V = g(κ)η¯ + iκχ¯
s(c)Ψ¯ = [Φ, V ] δ(c)Ψ¯ = g(κ)h+ iκH¯ + LκV
s(c)η¯ = h δ(c)η¯ = −[Φ¯, iκV ]
s(c)h = [Φ, η¯] δ(c)h = [η, iκV ]− [Φ¯, iκΨ¯] +Lκη¯
s(c)χ¯ = H¯ δ(c)χ¯ = −2[Φ¯,
(
g(κ)V
)+
]
s(c)H¯ = [Φ, χ¯] δ(c)H¯ = 2[η,
(
g(κ)V
)+
]− 2[Φ¯, (g(κ)Ψ¯)+] + Lκχ¯ (A.186)
This corresponds to a NT = 2 theory. However, the mirror operators s¯(c) and δ¯(c) have the
same ghost number as the primary ones. The internal symmetry in this case is Z2 instead
of SL(2,R) [15]. As a matter of fact the four symmetries are not enough to fix the action
and do not give an algebra which can be closed off-shell without the introduction of an
infinite set of fields.
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A.3 Reconstruction de la supersyme´trie N = 1
L. Baulieu et G. Bossard,
« Reconstruction of N = 1 supersymmetry from topological
symmetry »
Phys. Lett. B 632, 138 (2006) hep-th/0507004.
La condition de Majorana n’est pas de´finie correctement sur l’espace euclidien en
quatre dimensions. On peut cependant de´finir la formulation euclidienne de la the´orie
en conside´rant les fermions comme des spineurs complexes. Le bon nombre de degre´s
de liberte´ est restaure´ en ne conside´rant pas leurs conjugue´s complexes dans l’inte´grale
fonctionnelle et en fixant les proprie´te´s de celle-ci de telle sorte que les fonctions de
corre´lation qu’elle de´finit soient bien identifiables, via une rotations de Wick, aux fonc-
tions de corre´lation minkowskiennes. La supersyme´trie de´finit alors des identite´s de Ward
formelles qui ne correspondent plus a` des variations infinite´simales des champs. De ce
point de vue, on peut de´finir une proce´dure de torsion pour la the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique N = 1, en fonction de composantes de formes a` valeurs complexes sur
la varie´te´. Celle-ci fait intervenir l’isomorphisme de repre´sentation de U(n) en dimension
2n entre les spineurs complexes chiraux et antichiraux, et respectivement, l’ensemble
des formes de type (0, 2p) et l’ensemble des formes de type (2p + 1, 0). On de´finit dans
cette publication une courbure e´tendue complexe qui de´termine l’action d’une charge
scalaire s et d’une charge vectorielle de type (0,1) δ. On montre que l’action renor-
malisable la plus ge´ne´rale en fonction des champs tordus de la the´orie de Yang–Mills
pure, invariante par rapport a` U(2) ⊂ SO(4) et par rapport aux charges scalaire et
vectorielle, est comple`tement de´termine´e et correspond a` la forme tordue de l’action
de Yang–Mills supersyme´trique. On peut de´finir de la meˆme manie`re n’importe quelle
repre´sentation de la matie`re. On de´finit ici une involution vectorielle qui correspond a`
la conjugaison complexe dans le minkowskien. On montre que l’action renormalisable la
plus ge´ne´rale invariante par rapport a` U(2), aux charges scalaire et vectorielle et qui de
plus est re´elle sous l’involution vectorielle, n’est autre que la formulation tordue de l’ac-
tion supersyme´trique la plus ge´ne´rale faisant intervenir un superpotentiel renormalisable
et des termes de Fayet–Iliopoulos. Il est ainsi possible de reproduire n’importe quelle
action de Yang–Mills supersyme´trique en fonction des variables tordues. A l’exception
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des termes provenant du superpotentiel, l’action peut s’e´crire comme un terme sδ-exact,
modulo des termes topologiques.
On e´tend ces re´sultats au cas de la formulation tordue de la the´orie de Yang–Mills
supersyme´trique N = 1 en six dimensions. Afin de de´terminer l’alge`bre de supersyme´trie
il est ne´cessaire dans ce cas de ne pas conside´rer la composante de type (2, 0) de la
courbure e´tendue et de de´finir une autre e´quation pour laquelle cette composante apparaˆıt
comme l’antifantoˆme d’une 3-forme fermionique de type (3, 0).
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Reconstruction of N = 1 supersymmetry from
topological symmetry
abstract
The scalar and vector topological Yang–Mills symmetries on Calabi–
Yau manifolds geometrically define consistent sectors of Yang–Mills
D = 4, 6 N = 1 supersymmetry, which fully determine the supersymme-
tric actions up to twist. For a CY2 manifold, both N = 1, D = 4 Wess
and Zumino and superYang–Mills theory can be reconstructed in this
way. A superpotential can be introduced for the matter sector, as well as
the Fayet–Iliopoulos mechanism. For a CY3 manifold, the N = 1, D = 6
Yang–Mills theory is also obtained, in a twisted form. Putting these re-
sults together with those already known for the D = 4, 8 N = 2 cases,
we conclude that all Yang–Mills supersymmetries with 4, 8 and 16 gene-
rators are determined from topological symmetry on special manifolds.
A.3.1 Introduction
In a recent paper [A.1], it was shown that the scalar and vectorial topological Yang–
Mills symmetries can be directly constructed, in four and eight dimensions, leading one
to a geometrical definition of a closed off-shell twisted sector of Yang–Mills supersym-
metric theories, with 8 and 16 generators, respectively. In fact, both scalar and vectorial
topological symmetries completely determine the supersymmetric theory, (up to a twist
that exists on special manifolds). Basically, the vector symmetry arises when one asso-
ciates reparametrization symmetry and topological symmetry. It is important to work
on manifolds that contain at least one covariantly constant vector. The N = 2 Poincare´
supersymmetry is reached by untwisting the theory in the limit of flat manifolds.
The possibility of directly twisting the N = 1 super Yang–Mills theory in a “micro-
scopic” TQFT was studied in [93, 10, 94, 87, 16]. In fact, the full topological symmetry
sAµ = Ψµ +Dµc involves topological ghosts and antighosts, with twice as many degrees
of freedom as there are in the gauge field, so it leads one to N = 2 supersymmetry. To
get the N = 1 supersymmetry algebra in a twisted form, the number of independent
topological transformations must be reduced by half. This leads one to build a TQFT
on a Ka¨hler manifold, such that the gauge field can be splite in holomorphic and antiho-
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lomorphic components, A1 = A(0,1) + A(1,0). Only one of the components of A undergoes
topological transformations, with [93, 10, 94, 87, 16] :
sAm = Ψm +Dmc sAm¯ = Dm¯c (A.187)
This holomorphic symmetry can be interpreted on a Calabi–Yau manifold as the sym-
metry of classical actions, which couple forms B(0,n−2), with only antiholomorphic com-
ponents, to a Yang–Mills curvature F = dA+ A∧A [95] :
I2n =
∫
M2n
Ω(n,0) ∧Tr B(0,n−2) ∧F(0,2) (A.188)
The BRST-invariant gauge-fixing of such actions provides in a twisted way the N = 1
Wess and Zumino and Yang–Mills models in 4 and 6 dimensions, on Calabi–Yau manifolds
[95].
Here we show that both scalar and vector topological BRST symmetries can be also
geometrically built for the N = 1 supersymmetry, in a way that justifies the choice of to-
pological gauge functions of [95]. In fact, the various properties of N = 1 supersymmetry
can be reformulated, in the context of topological symmetry.
Let us briefly summarize the situation for getting the scalar and vector topological
symmetry, and, eventually N = 2 supersymmetry in twisted way. [A.1] shows that, for
special manifolds with dimensions 4 or 8 that contain at least one constant vector κ, one
can define an extended horizontality condition with its Bianchi identity, which involves
the (twisted) fields of N = 2 supersymmetry in 4 and 8 dimensions. It reads :
(d+ s+ δ − iκ)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2 = F +Ψ+ g(κ)η + iκχ+ Φ+ |κ|2Φ¯
(d+ s+ δ − iκ)
(
F +Ψ+ g(κ)η + iκχ+ Φ+ |κ|2Φ¯
)
+ [A+ c+ |κ|c¯ , F +Ψ+ g(κ)η + iκχ+ Φ+ |κ|2Φ¯] = 0 (A.189)
By expansion in form degree and ghost number, both equations define the action of s
and δ on all the fields, with the closure relations14 :
s2 = δ2 = 0 {s, δ} = Lκ + δgauge(iκA˚) (A.190)
The property that s and δ close off-shell on a reparametrization, {s, δ} = Lκ, is at the
heart of the property that the commutator of two supersymmetries is a translation in
14
A˚ is a background connection that must be introduced for the sake of global consistency, but can be
chosen equal to zero for trivial vacua.
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the super Poincare´ algebra. In flat space, one defines the twisted scalar supersymmetric
operator Q = sc and the vector supersymmetric operator Qµ from the equivariant vector
operator δc¯ = κ
µQµ, so one has QµQν + QνQµ = 2gµνδ
gauge(Φ¯) and QµQ + QQµ = Dµ.
We refer to [A.1] for a detailed explanation of these formula and the twisted fields that
they involve, with their relationship with D = 4, 8 N = 2 Yang–Mills supersymmetry,
and the way reparametrization symmetry is encoded in s and δ.
The aim of this paper is to understand the way the extended horizontality condition
(A.189) applies to the case of Calabi–Yau manifolds, for reconstructing N = 1 supersym-
metry. In fact, by separation of holomorphic and antiholomorphic sectors, N = 1 super-
symmetry will appear. The relevant information on the Wess and Zumino and Yang–Mills
independent multiplets of D = 4 or D = 6 N = 1 will be obtained as off-shell closed
sectors of the supersymmetry transformation laws. More precisely, the supersymmetry
transformations will be encoded into scalar and vector topological BRST symmetries,
corresponding to 3 (resp. 4) twisted generators in 4 (resp. 6) dimensions. The topological
construction has the great advantage of purely geometrically determining a closed sector
of the supersymmetric algebra, which is large enough to completely determine the theory.
Furthermore, it determines the Faddeev–Popov ghosts for the supersymmetry algebra,
in a way that is relevant for a control of the covariant gauge-fixing of the Yang–Mills
symmetry.
A.3.2 Holomorphic vector symmetry in four dimensions
Pure Yang–Mills
We begin from the “semi-horizontality” condition for a Yang–Mills field A and its
Faddeev–Popov ghost c, on a Ka¨hler 2-fold :
(d+ s)
(
A+ c
)
+
(
A+ c
)2
= F +Ψ, (A.191)
Ψ = Ψmdz
m is the holomorphic 1-form topological ghost. If J is the complex struc-
ture on the manifold, one has JΨ = iΨ, Eq. (A.191) reproduces the “heterotic” BRST
transformations, Eq. (A.187), and includes the ghost dependence, with :
sAm=Ψm +Dmc sAm¯=Dm¯c
sΨm=−[c,Ψm] sc=−c2
The Euclidean vector ghost Ψm(zm,zm¯) must be considered as a complex field that counts
for 2 real degrees of freedom in the quantum theory, as it will be explained in section
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A.3.2. To introduce the vector symmetry, we suppose that the manifold contains at
least a covariantly constant antiholomorphic vector κm¯. κ defines the holomorphic 1-
form g(κ) = gmm¯κ
m¯dzm. The norm of κ is |κ|2 = κm¯κ¯m¯ = iκ¯g(κ), where κ¯ is the complex
conjugate of κ. The differential δ will be geometrically constructed, and is somehow the
mirror of s. In flat space, formula must be expanded as series in κm¯. The vector symmetry
operator Qm¯ is then defined by the identification δ+|κ|δgauge(c¯) = κm¯Qm¯, and determines,
together with s+ δgauge(c), the relevant closed sector of N = 1 supersymmetry.
The dual of the “holomorphic” 1-form topological ghost Ψm is made of a pair of a
scalar η and an “antiholomorphic” 2-form χm¯n¯, counting altogether for 2 real degrees of
freedom. c¯ is the Faddeev–Popov antighost. The ghost anti-ghost dependent horizontality
condition that defines both s and δ symmetry is :
(d+ s+ δ − iκ)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2 = F +Ψ+ g(κ)η + iκ χ (A.192)
This gives
sA+ dAc=Ψ δA+ dA|κ|c¯= g(κ)η + iκ χ
sc+ c2=0 δ|κ|c¯+ (|κ|c¯)2=0
δc+ s|κ|c¯+ [c, |κ|c¯] = iκ
(
A− A˚) (A.193)
One defines the “equivariant” differential sc ≡ s+ δgauge(c) and δc¯ ≡ δ + |κ|δgauge(c¯).
The property (d+ s+ δ − iκ)2 = 0, is equivalent to the Bianchi identity
(dA + sc + δc¯ − iκ)
(
F +Ψ+ g(κ)η + iκ χ
)
= 0 (A.194)
The introduction of two scalar fields, b and h allows one to remove the indeterminacy
that occurs in the determination of sc¯ and sη. Eq. (A.471) and its Bianchi identity
(A.194) provide by expansion in ghost number and form degree the following BRST
transformations :
scAm=Ψm δc¯Am=κmη
scAm¯=0 δc¯Am¯=κ
n¯ χn¯m¯
scΨm=0 δc¯Ψm=κ
n¯Fn¯m − κmh
scη=h δc¯η=0
sch=0 δc¯h=κ
m¯Dm¯η
sc χm¯n¯=Fm¯n¯ δc¯ χm¯n¯=0
(A.195)
sc=−c2 δc=κm¯(Am¯ − A˚m¯)− |κ|b
sc¯= b− [c, c¯] δc¯=−|κ| c¯2
sb=−[c, b] δb=κn¯Dn¯c¯
(A.196)
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By construction, one has the required relations :
s2 = 0 δ2 = 0 {s, δ} = Lκ + δgauge(iκA˚) (A.197)
One has also “equivariant” commutation relations for all fields, but c, c¯ and b :
s2c = 0 δc¯
2 = 0 {sc, δc¯} = Lκ + δgauge(iκA) (A.198)
The most general δ-closed topological gauge function, which has ghost number −1, is
gauge invariant and gives κ independent renormalisable terms, is :
ΨYM =
∫
M
d4x
√
gTr
( 1
2
χmnFmn + η
(
h+ iJmn¯Fmn¯
))
(A.199)
It defines the ungauge-fixed sc and δc¯ invariant action IYM = sΨYM. Integrating out the
field h gives :
IYM =≈
∫
M
d4x
√
gTr
(1
2
FmnFmn +
1
4
(
Jmn¯Fmn¯
)2 − χmnDmΨn + ηDmΨm) (A.200)
This is the twisted form of the N = 1 supersymmetric Yang–Mills action, as expressed
in [93].
This invariant action is in fact sδ-exact. One has indeed :
ΨYM =
1
(κ·κ¯)
δ
∫
M
d4x
√
gTr
(
ηκ¯mΨm + κ¯
[mgn]m¯
(
3A[m¯∂mAn] + 2A[m¯AmAn]
))
(A.201)
The last term is nothing but the Chern–Simon term g(κ¯)
(
AdA+ 2
3
A3
)
Wess and Zumino matter multiplet
The matter multiplet is defined from horizontality conditions, for both extended fields
ψ¯m¯dz
m¯+φ and 1
2
χ¯mndz
m
∧dz
n+κmdz
mφ¯. χ¯ is a “holomorphic” 2-form, ψ¯ a “antiholomor-
phic” 1-form, and φ and φ¯ two scalars. These fields are valued in an arbitrarily given
gauge group representation. The horizontality conditions and Bianchi identities are :
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ)
(
ψ¯ + φ
)
= ∂¯Aψ¯ + iκB
(dA + sc + δc¯ − iκ)
(
χ¯+ g(κ)φ¯
)
= ∂¯Aχ¯+ T − g(κ)
(
∂¯Aφ¯+ η¯
)
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ)
(
∂¯Aψ¯ + iκB
)
=
(
F(0,2) + iκ χ
)(
ψ¯ + φ
)
(A.202)
(dA + sc + δc¯ − iκ)
(
∂¯Aχ¯+ T − g(κ)
(
∂¯Aφ¯+ η¯
))
=
(
F +Ψ+ g(κ)η + iκ χ
)(
χ¯+ g(κ)φ¯
)
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The gauge field A obeys the same equations as defined in the previous section. This gives
the following BRST transformations :
scψ¯m¯=−Dm¯φ δc¯ψ¯m¯=κn¯Bn¯m¯
scφ=0 δc¯φ=−κm¯ψ¯m¯
scBm¯n¯=2D[m¯ψ¯n¯] + χm¯n¯φ δc¯Bm¯n¯=0
scχ¯mn=Tmn δc¯χ¯mn=2κ[mDn]φ¯
scTmn=0 δc¯Tmn=κ
p¯Dp¯χ¯mn − 2κ[mDn]η¯ − 2κ[mΨn]φ¯
scφ¯= η¯ δc¯φ¯=0
scη¯=0 δc¯η¯=κ
m¯Dm¯φ¯
(A.203)
They represent the twisted scalar and vector supersymmetric transformations for a Wess
and Zumino multiplet.
For a general simple non Abelian gauge group, the δ invariance uniquely determines
the most general renormalisable and κ independent topological gauge function with ghost
number -1 ,ΨMatter, as follows
15 :
IMatter = sΨMatter, ΨMatter =
∫
M
d4x
√
g
(1
2
χ¯m¯n¯Bm¯n¯ + φ¯Dmψ¯
m + φηφ¯
)
(A.204)
The δ-closed gauge function ΨMatter turns out to be δ-exact :
ΨMatter =
1
(κ¯·κ)
δ
∫
M
d4x
√
g
(
κ¯m¯ψ¯n¯χ¯
m¯n¯ + κ¯mφDmφ¯
)
(A.205)
When on computes IMatter = sΨMatter, one sees that Tmn and Bm¯n¯ identify thereself as
both scalar auxiliary fields of the Wess and Zumino multiplet.
If one combines this result with that of section A.3.2, one finds that the complete su-
persymmetric action for a matter field coupled to the Yang–Mills theory can be obtained
by adding both gauge functions. Let tα be the generators of the Lie algebra of the gauge
group for the matter representation. The scale factor between the Yang–Mills and the
matter gauge functions can be included in the definition of the trace. After integration
15We do not write explicitly the sum over the index of the matter representation, so that, one has for
instance φφ¯ ≡∑A φAφ¯A
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of the fields h, T and B, the action is :
IYM+Matter ≈
∫
M
d4x
√
g
(
Tr
(1
2
FmnFmn +
1
4
(
Jmn¯Fmn¯
)2 − χmnDmΨn + ηDmΨm)
+
(
η¯Dmψ¯
m − χ¯m¯n¯Dm¯ψ¯n¯ − 1
2
φ¯
(
DmD
m +DmDm
)
φ
− 1
2
χ¯mnχ
mnφ+ φ¯Ψmψ¯
m − φηη¯
)
−
∑
α
1
4Tr (tαtα)
(
φ tαφ¯
)(
φ tαφ¯
) )
(A.206)
The N = 1 supersymmetric action for a Yang–Mills field and a scalar complex field
can therefore be directly and uniquely constructed in a twisted form, as an sδ-exact term.
Embedding of the N = 1 theory in the N = 2 theory
Consider the complexified twisted N = 2 theory on a Ka¨hler manifold. The moduli
space of instantons has a Ka¨hler structure. The exterior differential on M can be decom-
posed into Dolbeault operators and a similar property exists for the BRST operator. [10]
shows that the equivariant scalar BRST charge of the N = 1 theory can be identified as a
component of the scalar BRST charge of the N = 2 theory. Here, we show that, starting
from the N = 2 horizontality equation, the projection of a general constant vector field
κ into antiholomorphic components gives the N = 1 vector symmetry for the Yang–Mills
field and the matter field.
For a constant vector κ, with both holomorphic and antiholomorphic components, the
expansion in ghost number of Eq.(A.189) determines the equivariant vector symmetry
operator δc¯ for the N = 2 supersymmetry, that is [A.1] :
δc¯Aµ=−κµη + κνχνµ
δc¯Ψµ=κ
ν
(
Fνµ − Tνµ
)
+ κµ[Φ, Φ¯]
δc¯Φ=−κµΨµ δc¯Φ¯ = 0
δc¯η=κ
µDµΦ¯
δc¯χµν =−4κ[µDν]−Φ¯
δc¯Tµν =4κ[µ
(
Dν]−η +
1
2
Dσχσ|ν]− − [Φ¯,Ψν]− ]
)
+ 2κσD[µχσ|ν]− (A.207)
Notice that, in holomorphic coordinates, the antiselfduality condition is χmn¯ =
1
2
Jmn¯J
nm¯χnm¯.
Therefore, the Ka¨hler metric allows one to define scalar fields χ and t, with :
χmn¯ = gmn¯χ χm¯n = −gm¯nχ Tmn¯ = gmn¯t Tm¯n = −gm¯nt (A.208)
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If one chooses a constant antiholomorphic vector κm¯, Eq.(A.207) is projected into :
δc¯Am=−κm
(
η + χ
)
δc¯Am¯ = κ
n¯χm¯n¯
δc¯Ψm=κ
n¯Fn¯m + κm
(
t+ [Φ, Φ¯]
)
δc¯Ψm¯ = κ
n¯
(
Fn¯m¯ − Tn¯m¯
)
δc¯Φ=−κm¯Ψm¯ δc¯Φ¯ = 0
δc¯η=κ
m¯Dm¯φ¯
δc¯χmn=−4κ[mDn]Φ¯ δc¯χ = −κm¯Dm¯Φ¯ δc¯χm¯n¯ = 0
δc¯Tmn=κ
m¯Dm¯χmn + 4κ[m
(
Dn]η − [Φ¯,Ψn]]
)
δc¯t=κ
m¯Dm¯
(
η + χ
)− [Φ¯, κm¯Ψm¯] δc¯Tm¯n¯ = 2κp¯D[m¯χp¯|n¯] (A.209)
By comparison with Eq. (A.195), one sees that, up to field redefinitions, the antiholomor-
phic component of the vector BRST symmetry of the twisted N = 2 theory is nothing
but the vector symmetry of the N = 1 twisted theory, as directly constructed in the last
section.
As for the holomorphic component of the scalar BRST operator s of N = 2, it can
be obtained by looking for an operator that act in a nilpotent way on the multiplet and
verifies {sc, δc¯} = Lκ + δgauge(iκA). This defines the same operator s as in Eq. (A.195).
Looking for a Lagrangian I = scΨ, which is invariant under antiholomorphic sc and
δc¯ transformations, one finds both independent δc¯-exact topological gauge functions ΨYM
and ΨMatter of the previous section. Relaxing the antiholomorphicity condition of κ, only
a special combination of both gauge functions is δc¯ invariant, which turns out to be that
of the N = 2 theory.
Matching with the untwisted theory
To twist the anticommuting fields (Ψm,η, χm¯n¯) of a topological multiplet into a Dirac
spinor, a pair of covariantly constant antichiral spinors ζ±, with iJ
mn¯σmn¯ζ± = ±ζ± is
needed. This implies that the manifold must be hyperKa¨hler. We can normalize ζ± with(
ζ− α˙ζ
α˙
+
)
= 1 . Then, the Euclidean twist formula are [93, 10, 16] :
λα = Ψmσ
m
αα˙ζ
α˙
− λ
α˙ = ηζ α˙+ + χm¯n¯σ
m¯n¯α˙
β˙ζ
β˙
+ (A.210)
Performing these changes of variables in the topological actions found in the previous
section, one finds the Euclidean “Majorana action” for Dirac spinors (λα, λ
α˙) described
by Nicolai [19], that is, the analytic continuation of the Minkowski N = 1 super-Yang–
Mills theory in Euclidean space. (The untwisted action is independent on ζ±, as a result
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of the change of variables). Both twisted and untwisted actions do not depend on the
complex conjugates of the complex fields, i.e, λ in the untwisted theory and η, χ, Ψ in
the twisted theory. In both cases, the path integral is formally understood as counting
four real degrees of freedom. The Euclidean prescription must be considered as justified
by the analytic continuation of the Minkowski case, where real representations do exist
(Majorana condition) [19].
It follows that both supersymmetric N = 1 Yang–Mills and Wess and Zumino actions
are truly determined by a subsector of supersymmetry algebra with three independent
generators, corresponding to both scalar and antiholomorphic vector symmetries, sc and
δc¯. The closure of sc = Q and δc¯ = κ
m¯Qm¯, and thus of the 3 generators Q and Qm¯
under the form Q2 = 0, Qm¯Qn¯ + Qn¯Qm¯ = 0 and Qm¯Q + QQm¯ = Dm¯, stems from the
property (s + d + δ − iκ)2 = 0. The above change of variables actually maps the four
supersymmetry generators Qα and Qα˙ on the four twisted generators (Q,Qm¯, Qmn). The
symmetry of the action under the action of the fourth twisted generator Qmn appears as
an additional symmetry, which is not needed, geometrically. Moreover, it is not needed
for enforcing supersymmetry, for instance in technical proofs, such as those concerning
renormalization.
Formal reality condition for the action
The Euclidean action that is the analytic continuation of the Minkowski N = 1 super-
Yang–Mills action is not Hermitian in the usual sense. However, as suggested in [19], a
“formal complex conjugation” can be defined, for which the action is Hermitian.
Such a “formal complex conjugation” can be extended to the twisted case. It is the
composition of a Wick rotation, an ordinary complex conjugation, and an inverse Wick
rotation. The complex conjugation takes into account the fact that, in Minkowski space
one has the Majorana condition for the spinors. This “formal complex conjugation”, which
we define as ∗, breaks the Lorentz invariance, since we must define which direction defines
the imaginary time one. However, the operation ∗ can be covariantly defined, by defining
the temporal direction of the Minkowski space to be the covariantly constant vector field
κ of the Euclidean manifold. The action of ∗ is the ordinary complex conjugation on
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c-numbers and the following transformations on the fields of the theory16 :
∗∂A∗ = ∂¯A − g(κ¯)Lκ−κ¯ ∗∂¯A∗ = ∂A + g(κ)Lκ−κ¯(∗Ψ)
m¯
= κ¯m¯η + κ
n¯χn¯m¯ ∗η = κ¯mΨm
(∗χ)
mn
= 2κ[mΨn]
∗h = −h− κ¯mκn¯Fmn¯(∗ψ¯)
m
= κmη¯ + κ¯
nχ¯nm ∗η¯ = κm¯ψ¯m¯
(∗χ¯)
m¯n¯
= 2κ¯[m¯ψ¯n¯]
∗φ = −φ¯ ∗φ¯ = −φ(∗T)
m¯n¯
= Bm¯n¯
(∗B)
mn
= Tmn (A.211)
This ∗ operation interchanges sc and δc¯ :
∗ sc∗ = δc¯ ∗ δc¯∗ = sc (A.212)
The “reality” condition of the action means that, after integration of auxiliary fields, one
has :
∗ IYM = IYM ∗ IMatter = IMatter (A.213)
modulo the addition of the topological term
∫
M
Tr F ∧F . In fact, this topological term is
not invariant under the ∗ operation, only the Yang–Mills action ∫
M
Tr F ⋆ F is.
Introduction of the WZ superpotential and Fayet–Iliopoulos term in the twis-
ted formalism
The introduction of a s and δ invariant superpotential for a Calabi–Yau manifold
involves terms that have zero ghost number only modulo 2. This parallels the breaking
of chirality induced by a superpotential in the untwisted theory.
Consider a scalar field ϕ valued in a certain representation of the gauge group. Let
f(ϕ) be a superpotential, which is an analytical function of ϕ. Looking for an action ISP,
which is s, δ and ∗ invariant and has ghost number zero modulo 2, gives :
ISP =
∫
M
d4x
√
g
(
Ω
mn
(
TAmnfA(φ¯)− χ¯Amnη¯BfAB(φ¯)
)
+ Ωm¯n¯
(
BAm¯n¯fA(−φ) + ψ¯Am¯ψ¯Bn¯ fAB(−φ)
))
(A.214)
16To simplify the notations, we normalize |κ| to 1, and define Lξ ≡ {iξ, dA}.
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Ω and Ω are respectively the holomorphic and the antiholomorphic 2-form in the Calabi–
Yau 2-fold, and fA and fAB stand for the first and second derivatives of the superpoten-
tial17.
This term is neither s- nor δ-exact. However, it can be written as follows :
ISP = (s+ δ)
∫
M
d4x
√
g
(
Ω
mn
χ¯AmnfA(φ¯) + 2Ω
m¯n¯κ¯m¯ψ¯
A
n¯ fA(−φ)
)
(A.215)
After expansion, one recovers, up to twist, the Wess and Zumino formula for a super-
potential. The superpotential is at most a cubic function, to ensure renormalizability.
In order to make the distinction between the topological action, which has ghost
number zero, and the superpotential, which has non vanishing even ghost number, we
may interpret the latter as the insertion of an operator in the path integral.
The s and δ symmetry actually does not constrain the potential of φ (which we will
name holomorphic) to be equal to that of φ¯ (antiholomorphic) : we could have chosen
independent functions f and f¯ . However, the “formal reality condition” ∗ISP = ISP,
constrains the holomorphic and the antiholomorphic superpotential to be related. This
condition determines a real action when one goes to Minkowski space.
Finally, if the group has a U(1) sector, one can add the Fayet–Iliopoulos term, under
the simplest invariant form :
IFI =
∫
M
d4x
√
gs δ
(
κ¯mAU(1)m
)
=
∫
M
d4x
√
ghU(1) (A.216)
The integration of the auxiliary field h gives then a mass term for the Abelian component
of the scalar fields, plus a topological term
∫
M
J∧ F
U(1) (A.217)
This parallels the property that the full super-Yang–Mills action is BRST exact, modulo
a topological term. J∧ F
U(1) is not invariant under the formal complex conjugation ∗.
Thus, the formal reality condition of the twisted action implies that this topological term
must be subtracted from the action.
So, we conclude that most of the features of the supersymmetric theory in four di-
mensions are captured in the TQFT formalism, from the principle of s and δ invariance.
17The index A denotes the group representation of the matter.
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A.3.3 Yang–Mills N = 1 on Calabi–Yau 3-fold
By analogy with the four dimensional case, we might tentatively define the horizonta-
lity condition in six dimensions, (with 8 spinorial generators in the untwisted formalism),
as :
(d+ s+ δ− iκ)
(
A+ c+ |κ|c¯)+ (A+ c+ |κ|c¯)2 = F +Ψ(1,0)+ g(κ)η(0,0)+ iκχ(0,2) (A.218)
However, something more elaborated must be done, because the counting of degrees of
freedom would not be quite right. In four dimensions there is as much degrees of freedom
in the connexion, modulo gauge transformations, as in a selfdual curvature, whereas in
the six dimensional case the counting is more subtle and involves a scalar field [16] .
In order to solve the question, we must refine the Ka¨hler decomposition of extended
differentials, which include the BRST scalar and vector operators s and δ. We define :
d˜ = ∂˜ + ˜¯∂ (A.219)
These extended “heterotic” Dolbeault operators are defined as :
∂˜ ≡ ∂ ˜¯∂ ≡ ∂¯ + s+ δ − iκ (A.220)
The twisted N = 1 algebra takes into account this asymmetry between holomorphic and
antiholomorphic sectors, in a way that generalizes the four dimensional case. In fact, for a
Ka¨hler manifold, the Bianchi identity of the curvature F can be decomposed as follows :
∂AF(2,0) = 0 ∂AF(1,1) + ∂¯AF(2,0) = 0 ∂¯AF(1,1) + ∂AF(0,2) = 0 ∂¯AF(0,2) = 0 (A.221)
Eq. (A.218) decomposes into two horizontality conditions :
(∂¯ + s+ δ − iκ)
(
A(0,1) + c+ |κ|c¯
)
+
(
A(0,1) + c+ |κ|c¯
)2
=F(0,2) + iκχ{
∂¯A + sc + δc¯ − iκ, ∂A
}
=F(1,1) +Ψ+ g(κ)η(A.222)
with their Bianchi identities
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ)
(
F(0,2) + iκχ
)
=0
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ)
(
F(1,1) +Ψ+ g(κ)η
)
+ ∂A
(
F(0,2) + iκχ
)
=0 (A.223)
These equations only determine part of the BRST algebra. Indeed, they miss a depen-
dence on the holomorphic curvature F(2,0). One must therefore introduce a third hori-
zontality condition, which completes Eq. (A.218), and enforces the definition of F(2,0) as
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a curvature. In order to have the necessary balance between the ghosts and antighosts
degrees of freedom, we understand that one further degree of freedom with ghost number
one must be introduced. It can be represented as a holomorphic 3-form ς. The third
horizontality condition and Bianchi identity are :
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ) ς(3,0) = ∂¯Aς(3,0) + Φ(3,0) + g(κ)F(2,0) (A.224)
(∂¯A + sc + δc¯ − iκ)
(
∂¯Aς + Φ+ g(κ)F(2,0)
)
= [F(0,2) + iκχ, ς ] (A.225)
Expending the equations in form degree and ghost number determines the action of sc
and δc¯ :
scAm=Ψm δc¯Am=κmη
scAm¯=0 δc¯Am¯=κ
n¯χn¯m¯
scΨm=0 δc¯Ψm=κ
n¯Fn¯m − κmh
scη=h δc¯η=0
scχm¯n¯=Fm¯n¯ δc¯χm¯n¯=κ
p¯Φ¯p¯m¯n¯
sch=0 δc¯h=κ
m¯Dm¯η
scΦ¯p¯m¯n¯=3D[p¯χm¯n¯] δc¯Φ¯p¯m¯n¯=0
scςpmn=Φpmn δc¯ςpmn=3κ[pFmn]
scΦpmn=0 δc¯Φpmn=κ
q¯Dq¯ςpmn − 6κ[pDmΨn]
The δ invariance determines the following topological gauge function :
Ψ =
∫
M
d6x
√
gTr
(1
2
χmnFmn + η
(
h+ iJmn¯Fmn¯
)− 1
6
Φ¯mnpςmnp
)
(A.226)
Integrating out h, Φ, Φ¯ gives the following s and δ invariant action :
I = sΨ =
∫
M
d6x
√
gTr
(
1
2
FmnFmn+
1
4
(
Jmn¯Fmn¯
)2−χmnDmΨn+ηDm¯Ψm¯+1
2
ς p¯m¯n¯Dp¯χm¯n¯
)
(A.227)
This action is the twisted, N = 1, D = 6 supersymmetric action, up to a topological
term
∫
M
iJ∧Tr F∧F , as in [16]. As in the four dimensional case, this action is sδ-exact,
I = s δ 1
(κ·κ¯)
∫
M
d4x
√
gTr
(
ηκ¯mΨm+
1
2
ςpmnκ¯
pχmn+ κ¯[mgn]m¯
(
3A[m¯∂mAn] + 2A[m¯AmAn]
))
(A.228)
The last term is just ig(κ¯)∧J∧Tr
(
AdA+ 2
3
A3
)
.
A.3.4 Conclusion
Putting together the results of this paper and of [A.1], we reach an interesting conclu-
sion for the super Yang–Mills symmetries with 4, 8 and 16 generators, which can be
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represented as N = 1 theories in 4 and 6 dimensions and N = 2 theories in 4 and 8
dimensions.
On the one hand, one can directly see that the known spinorial generators of the
superPoincare´ “on-shell algebra” can be mapped on tensor operators with either Lorentz
indices or holomorphic indices, as follows :
N = 2D = 4, 8 (Q, Qµ, Qµν−)
N = 1 D = 4 (Q, Qm¯, Qmn)
N = 1 D = 6 (Q,Qm¯, Qmn, Qm¯n¯p¯)
In some cases, auxiliary fields exist, giving “off-shell” closed transformations.
On the other hand, we found a reverse construction, that clarifies the structure of
supersymmetry. In all cases, the set of both scalar and vector generators (Q,Qµ) or
(Q,Qm¯) are determined by horizontality conditions, which only involve fields related to
the geometry of the Yang–Mills fields. The theory is in fact defined by these equivariant
scalar and vector BRST differential operators. This reduced set of generators builds a
closed “off-shell” algebra, which is large enough to determine the supersymmetric actions.
It allows one to reconstruct by an untwisting procedure the complete structure of Poincare´
supersymmetry. Moreover, the dependence on Faddeev–Popov ghosts can be computed,
in a way that clearly allows a consistent and convenient covariant Yang–Mills gauge-
fixing of the supersymmetric actions. Tensor generators, such as Qµν− , Qmn, Qm¯n¯p¯, are
decoupled sets of generators. They appear as additional symmetries of the actions that are
defined by invariance under scalar and vector topological symmetries, but are not needed,
neither for geometrical reasons, nor for the sake of defining the theories. However, by
completion, they allow the construction of the irreducible set of on-shell supersymmetry
spinorial generators in flat space.
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A.4 Champs d’ombre et jauges supersyme´triques
L. Baulieu, G. Bossard et S. P. Sorella,
« Shadow fields and local supersymmetric gauges »
Nucl. Phys. B 753, 273 (2006), hep-th/0603248.
En l’absence de re´gulateur pre´servant a` la fois l’invariance de jauge et la super-
syme´trie, le proble`me de la renormalisabilite´ des the´ories supersyme´triques en compo-
santes e´tait jusqu’a` maintenant encore ouvert. Si il e´tait connu qu’il est possible de de´finir
un ope´rateur nilpotent a` une de´rive´e pre`s, qui de´termine la variation par rapport a` la
supersyme´trie des ope´rateurs invariants de jauge, le champ scalaire impair permettant de
fermer l’alge`bre avec les transformations de jauge e´tait mal interpre´te´ comme le fantoˆme
de Faddeev–Popov. On explique dans cette publication que l’intervention des transfor-
mations de jauge dans la diffe´rentielle Q repre´sentant la supersyme´trie ne permet pas de
se dispenser de l’ope´rateur BRST ordinaire s . En effet, la de´finition des observables est
donne´e par la cohomologie de ce dernier et le bon ajustement des contre-termes associe´s
a` la renormalisation des ope´rateurs composites ne´cessite sa de´finition sous forme d’un
ope´rateur de Slavnov–Taylor.
On nomme ainsi l’ombre, le champ impair c, parame`tre des transformations de jauge
sur les champs physiques dans l’action de Q. L’inde´pendance des observables physiques
dans ce champ est assure´e en de´finissant son fantoˆme µ, de telle sorte que ces deux champs
de´finissent un doublet trivial pour l’ope´rateur BRST s . On de´finit les transformations
des champs par s et Q de telle sorte que ces deux ope´rateurs anticommutent. En faisant
intervenir un quatuor trivial de champs par rapport a` l’action de s et Q, on de´finit une
fixation de jauge s Q-exacte pour les the´ories de Yang–Mills supersyme´triques. Apre`s
l’introduction de sources pour les s , Q, et s Q variations des champs, on est en mesure
d’e´crire deux ope´rateurs de Slavnov–Taylor S(s) et S(Q), respectivement associe´s a` l’in-
variance BRST et a` la supersyme´trie. On montre que pour toute fonctionnelle F , ces
ope´rateurs ve´rifient des relations de cohe´rence
S(s)|FS(s)(F ) = 0 S(Q)|FS(Q)(F ) = 0
S(s)|FS(Q)(F ) + S(Q)|FS(s)(F ) = 0 (A.229)
qui permettent de poser rigoureusement le proble`me des anomalies a` partir du principe
d’action quantique. L’extension de la jauge interpolante de Landau–Feynman incluant les
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champs d’ombre ve´rifie un certain nombre de syme´tries ge´ne´ralisant les identite´s de Ward
antifantoˆmes, et fantoˆmes dans la jauge de Landau. Les ope´rateurs fonctionnels associe´s
a` ces identite´s de Ward constituent des quatuors triviaux d’ope´rateurs par rapport aux
ope´rateurs de Slavnov–Taylor S(s) et S(Q). On montre que ces identite´s de Ward peuvent
eˆtre e´tendues a` tous les ordres de la the´orie des perturbations, en e´tablissant l’absence
d’anomalie cohe´rente. On de´montre enfin que le proble`me des anomalies pour les the´ories
supersyme´triques se re´duit a` la de´termination de la fonctionnelle des champs physiques
de dimension canonique infe´rieure ou e´gale a` quatre, invariante de jauge, de´pendant
line´airement des parame`tres de supersyme´trie, qui est invariante par supersyme´trie sans
pour autant pouvoir s’e´crire comme l’action de la supersyme´trie sur une fonctionnelle.
On montre que l’anomalie d’Adler-Bardeen ne de´finit pas une anomalie cohe´rente pour
les the´ories admettant des supersyme´tries e´tendues. La preuve de´coule de la non-trivialite´
d’un invariant de Donaldson–Witten dans les formulations tordues de ces the´ories. Une
fois le proble`me des anomalies re´solu, nous montrons que le proble`me de la stabilite´ de
l’action se re´duit a` celui de l’unicite´ de la repre´sentation de l’alge`bre de supersyme´trie
sur les champs, modulo une renormalisation de ces derniers. Ceci conclut notre preuve
de la renormalisabilite´ des the´ories supersyme´triques, inde´pendamment du sche´ma de
re´gularisation.
On montre e´galement la cohe´rence de la proce´dure. Tous d’abord, les parame`tres de
supersyme´trie n’apparaissent dans l’action qu’a` travers un terme s -exact, et on peut
de´montrer que les fonctions de corre´lation sont des fonctions analytiques de ces derniers ;
ce qui e´tablit que les grandeurs physiques de la the´orie sont inde´pendantes du choix de ces
parame`tres. On montre qu’on peut de´finir de manie`re cohe´rente une jauge interpolante
entre la fixation de jauge de Faddeev–Popov usuelle et la fixation de jauge s Q-exacte, ce
qui de´montre l’e´quivalence des deux jauges, modulo les ambigu¨ıte´s qui apparaissent si on
ne conside`re pas les champs d’ombre. On inte`gre formellement les champs d’ombre dans
la jauge de Landau pour aboutir a` la conclusion que ces derniers permettent la description
en the´orie des perturbations d’une repre´sentation non locale de la supersyme´trie sur les
champs qui pre´serve la jauge.
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Shadow fields and local supersymmetric gauges
abstract
To control supersymmetry and gauge invariance in super-Yang–Mills
theories we introduce new fields, called shadow fields, which enable us
to enlarge the conventional Faddeev–Popov framework and write down
a set of useful Slavnov–Taylor identities. These identities allow us to ad-
dress and answer the issue of the supersymmetric Yang–Mills anomalies,
and to perform the conventional renormalization programme in a fully
regularization-independent way.
A.4.1 Introduction
Renormalizing super-Yang–Mills theories is a subtle issue. One major difficulty is that
of finding the right way of preserving both supersymmetry and gauge invariance, since
supersymmetry involves the matrix γ5 and no consistent regularization scheme preserving
both supersymmetry and gauge invariance is available so far.
It is worth recalling that, for N = 1 super-Yang–Mills theories, a superspace for-
mulation is at our disposal. In this case, by means of the introduction of superfield
Faddeev–Popov ghosts, the Slavnov–Taylor identity associated to super gauge transfor-
mations can be established directly in superspace [96]. This has allowed for a superspace
characterization of both counterterms and gauge anomalies, by means of algebraic me-
thods [96, 97]. However, the gauge superfield is dimensionless, and its renormalization in
superspace is achieved through non-linear redefinition and involves an infinite number of
parameters in the gauge sector [96, 98]. In the case of N = 2, 4 super Yang–Mills theories,
a component field framework, based on the Wess–Zumino gauge, is frequently employed.
Although in this gauge the physical degrees of freedom are more transparent, gauge and
supersymmetric transformations mix each other in a nonlinear way, a feature that has
required a careful use of the antifield formalism to write down suitable Slavnov–Taylor
identities [99, 100, 101]. However, these identities are not suited for a check of general su-
persymmetry covariance : they only control the invariance of observables that are scalar
under supersymmetric transformations.
In this work, these issues will be faced in a novel way. We introduce new fields
in supersymmetric theories, which we call shadow fields, not to be confused with the
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Faddeev–Popov ghosts. This determines a system of coupled Slavnov-Taylor identities,
which allow for a characterization of the possible anomalies as well as of the compensating
non-invariant counterterms needed to restore both gauge invariance and supersymmetry,
order by order in perturbation theory, in component formalism. Eventually, within a class
of renormalisable gauges, one gets a proof that observables truly fall in supersymmetric
multiplets.
The method improves the Faddeev–Popov gauge-fixing procedure. It can be applied
to all models, for N = 1, 2, 4. Despite their name, these shadow fields add light to the
theory ! Their introduction allows us to write down a family of local gauge-fixing terms
with several gauge parameters. With some particular choice of the latter, the gauge-fixing
becomes explicitly supersymmetric, while the result of the usual non-supersymmetric
Faddeev–Popov procedure is recovered for another choice of the gauge parameters. Both
class of gauges determine the same set of observables, characterized by the cohomology
of the BRST operator. Shadow fields are in fact of great importance, as they allow us
to define the relevant Slavnov–Taylor identities that control both gauge invariance and
supersymmetry, using the properties of local quantum field theory. The possible gauge
and supersymmetric anomalies can then be classified. By introducing the corresponding
set of shadow and ghost fields, we thus have a generalization of the case of the non-
supersymmetric Yang–Mills theory, where Faddeev–Popov ghosts are sufficient.
The content of the paper is quite general.18 The ordinary BRST symmetry s of su-
persymmetric theories involves the physical fields and the Faddeev–Popov ghost Ω, the
antighost Ω¯ and the Lagrange multiplier b = s Ω¯. The BRST doublet (Ω¯, b) is cohomo-
logically trivial and is normally used to construct a BRST-invariant gauge-fixing term.
Observables are defined as belonging to the cohomology sector of ghost number zero.
Shadow fields are introduced in the form of two BRST doublets, (c, µ), and (µ¯, c¯). They
make it possible to define a second differential operator Q that consistently anticommutes
with s and carries the relevant information about supersymmetry. The introduction of
the shadow doublets (c, µ) and (µ¯, c¯) is just what is needed to make the supersymme-
tric transformations compatible with a large enough class of local gauge functions. As
we shall see, this allows us to define suitable Slavnov–Taylor identities to control both
gauge invariance and supersymmetry. This is achieved by introducing classical external
sources for the s , Q and s Q transforms of the gauge and matter fields, as well as of the
Faddeev–Popov and shadow fields. In fact, for Green’s functions with no external legs
18However, for pedagogical reasons and to illustrate the method, we sketch at the end the example of
N = 2 super-Yang–Mills theory.
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of shadow type, internal loops of shadow fields compensate each other in a way that is
specific to the class of renormalisable gauge that we choose. Shadow fields can be formally
integrated out by making explicit use of their equations of motion, within the Landau
gauge. However, this leads to the appearance of a highly complex and non-local super-
symmetry of the ordinary Faddeev–Popov action in the Landau gauge, which cannot be
used to obtain meaningful Slavnov–Taylor identities. Therefore, shadow fields have to be
kept for non-ambiguously defining the quantization of supersymmetric gauge theories.
We also give an explanation of why anomalies for supersymmetry and gauge symme-
try can only occur for N = 1 models, but not for N = 2, 4 models. The reason has to do
only with the structure of the classical supersymmetric algebra, and it boils down to the
existence of non-trivial supersymmetric cocycles. The classification of anomalies involves
only the supersymmetric transformations and the set of gauge-invariant local functional
in the physical fields. We generalize the derivation of the Adler–Bardeen anomaly from a
“Russian formula”, to determine solutions of the consistency conditions including super-
symmetry. This equation allows for an algebraic proof of the absence of Adler–Bardeen
anomaly in extended supersymmetry. Notice that the demonstration that we display here
only holds for cases where the supersymmetric algebra can be closed without the use of
the equations of motion, i.e. for N = 1, 2. In the case of N = 4 supersymmetry, our me-
thod can be used, but it must be improved. In order to keep a linear dependence on the
sources, one has to restrict to a subalgebra of the whole supersymmetric one, a question
that will be detailed in a forthcoming paper [?]. Interestingly, shadow fields arise very
naturally for topological quantum field theories [?].
A.4.2 Supersymmetry algebra with shadow fields
The “physical” fields of a generic supersymmetric Yang–Mills theory in four dimen-
sions are the Yang–Mills field A and the matter fields ϕa
′
, which take values in a given
representation of the gauge group. For simplicity, we adopt a notation as if the mat-
ter fields were in the adjoint representation. All our results remain true when they are
in any given representation.19 We denote by ϕa the whole set of fields (A,ϕa
′
), and by
δSusy the generator of the corresponding supersymmetric transformations. The way two
supersymmetries commute can be generically cast in the following form :
(δSusy)2 ≈ δgauge(ω(ϕ) + iκA) + Lκ (A.230)
19In the discussion of the anomalies we will suppose, however, that the gauge group is semi-simple.
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where ≈ means that this equality can hold modulo equations of motion. δSusy stands
for a supersymmetry transformation, with a “ghostified” spinor parameter ǫ, which is
commuting. The quantities ω(ϕ) and κ are bilinear functions in the parameter ǫ. For
example, in the case of N = 2 super-Yang–Mills one has (see section A.4.8)
ω(ϕ) =
(
ǫ[γ5φ
5 − φ]ǫ) κµ = −i(ǫγµǫ) (A.231)
For N = 1, 2, the closure relation (A.230) can hold off-shell with the introduction of
auxiliary fields. When auxiliary fields are not used (for example in N = 4 super-Yang–
Mills) one has, for each field ϕa,
(δSusy)2ϕa + Cab
δLS
δϕb
= δgauge(ω(ϕ) + iκA)ϕ
a + Lκϕa (A.232)
where Cab are bilinear functions of the supersymmetric parameters, which do not depend
on the fields.20 From the invariance of the classical action S and from the Jacobi identity
for the differential δSusy , one has :
Cab + (−1)abCba = 0
δR δSusyϕa
δϕc
Ccb − (−1)ab δ
R δSusyϕb
δϕc
Cca = 0 (A.233)
Let Ω be the Faddeev–Popov ghost for the gauge transformations, with antighost Ω¯
and Lagrange multiplier field b. The BRST operator s is :
s A = −dAΩ
s Ω = −Ω2
s Ω¯ = b
s ϕa
′
= −[Ω, ϕa′ ]
s b = 0
(A.234)
We introduce two s trivial doublets, (µ¯, c¯), and (c, µ) with :
s µ¯ = c¯
s c = µ
s c¯ = 0
s µ = 0
(A.235)
We call the set (µ¯(−1,−1), c¯(−1,0), c(0,1), µ(1,1)) the shadow quartet. In analogy with the
Faddeev–Popov ghost number, we define a shadow number. The upper index φ(g,s) means
that g and s are respectively the ghost and shadow numbers of the field φ. With this
notation, one has for the physical fields A(0,0) and ϕ(0,0). The sum, modulo 2, of g, s, the
20This property holds true for all super-Yang–Mills theories
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ordinary form degree and the usual Grassmann grading associated to the spin, determines
the commutation properties of any given field or operator. The transformations and the
gradings of the shadow quartet and the Faddeev–Popov ghosts can be deduced from the
following diagrams :
Ω(1,0) c(0,1)
µ(1,1)
µ¯(−1,−1)
c¯(0,−1) Ω¯(−1,0)
b(0,0)
(A.236)
We attribute the values g = 0 and s = 1 to each one of the supersymmetry parameters
present in the operator δSusy (they are commuting spinors). Then, we define a differen-
tial graded operator Q with g = 0, s = 1, (for s , g = 1, s = 0) which represents
supersymmetry in a nilpotent way, as follows :
QA = δSusyA− dAc
Qc = ω(ϕ) + iκA− c2
QΩ = −µ− [c,Ω]
Qµ¯ = Ω¯
Qc¯ = −b
Qϕa
′
= δSusyϕa
′ − [c, ϕa′ ]
Qµ = −[ω(ϕ),Ω]−LκΩ− [c, µ]
QΩ¯ = Lκµ¯
Qb = −Lκc¯
(A.237)
The operators s and Q verify
s 2 = 0 Q2 ≈ Lκ
{ s , Q} = 0 (A.238)
These consistent closure relations hold true thanks to the introduction of the ghost and
shadow fields [77]. In fact, one has the graded equation, (d+ s +Q− iκ)2 = 0, and the s
and Q transformations of the fields can be nicely condensed into a graded horizontality
equation
(d+ s +Q− iκ)
(
A+ Ω+ c
)
+
(
A+ Ω+ c
)2
= F + δSusyA+ ω(ϕ) (A.239)
completed by (d+ s +Q− iκ)µ¯ = dµ+ c¯+Ω¯, and their Bianchi identities.21 Eq. (A.239)
is analogous to the horizontality condition that one encounters in topological quantum
field theories [A.1]. Here, it will be used for classifying supersymmetric anomalies.
21For any matter super multiplet associated to scalar fields hα in any given representation of the gauge
group, one has also
(d+ s +Q− iκ)hα + (A+Ω+ c)hα = dAhα + δSusyhα
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A.4.3 Slavnov–Taylor identities for s and Q symmetries
Source dependent local effective action
To extend both s and Q symmetry at the quantum level, we must introduce external
sources for all s , Q and s Q transformations of the fields, which are non-linear. We shall
consider the following class of gauge-fixing fermion :
Ψ =
∫
Tr
(
Ω¯d ⋆ A− α
2
⋆ Ω¯b+ µ¯d ⋆ dc+ (1− ζ)µ¯d ⋆ ([A, c]− δSusyA)+ α
2
⋆ µ¯Lκc¯
)
= ζ
∫
Tr
(
Ω¯d ⋆ A− α
2
⋆ Ω¯b+ µ¯d ⋆ dc+
α
2
⋆ µ¯Lκc¯
)
+ (1− ζ)Q
∫
Tr
(
µ¯d ⋆ A− α
2
⋆ µ¯b
)
(A.240)
where α and ζ are gauge parameters. It leads one to the following classical gauge-fixed
and BRST invariant local action Σ, which also contains all needed external sources :
Σ = S[ϕ] + s Ψ +
∫
(−1)a
(
ϕ(s)a s ϕ
a + ϕ(Q)a Qϕ
a + ϕ(Qs)a s Qϕ
a
)
+
∫
Tr
(
Ω(s)Ω2 − Ω(Q)QΩ− Ω(Qs) s QΩ + µ(Q)Qµ− c(Q)Qc
)
+
∫
1
2
(
ϕ(Q)a − [ϕ(Qs)a ,Ω]
)
Cab
(
ϕ(Q)b − [ϕ(Qs)b ,Ω]
)
+ (1− ζ)
∫
Tr (dc¯− [Ω, dµ¯]) ⋆ CAHI(H (Q)I − [H (Qs)I ,Ω]) (A.241)
Here, H (Q)I and H
(Qs)
I are the sources for the Q and s Q transformations of the possible
auxiliary fields HI of the chosen supersymmetric model. The last term can be of utility
only for the case N = 4.
We will shortly show that the gauge function Ψ is stable under renormalization, for
all values of the parameters α and ζ. This determines a very interesting class of gauges,
which interpolates, in particular, between the Feynman–Landau gauges, for ζ = 1, and
a new class of explicitly supersymmetric gauges, for ζ = 0.
Slavnov–Taylor identity for the s -symmetry
The s -invariance of the action Σ implies the following Slavnov-Taylor identity, which
is valid for all values of α and ζ :
S(s)(Σ) = 0 (A.242)
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where the Slavnov–Taylor operator S(s) is given by
S(s)(F ) ≡
∫ (δRF
δϕa
δLF
δϕ(s)a
+ (−1)aϕ(Q)a
δLF
δϕ(Qs)a
)
+
∫
Tr
(δRF
δΩ
δLF
δΩ(s)
− Ω(Q) δ
LF
δΩ(Qs)
− c(Q) δ
LF
δµ(Q)
+ µ
δLF
δc
+ b
δLF
δΩ¯
+ c¯
δLF
δµ¯
)
(A.243)
Here and elsewhere, F is a generical functional of fields and sources. Let us introduce
for further use the linearized Slavnov-Taylor operator
S(s)|F ≡
∫ (δRF
δϕa
δL
δϕ(s)a
− δ
RF
δϕ(s)a
δL
δϕa
+ (−1)aϕ(Q)a
δL
δϕ(Qs)a
)
+
∫
Tr
(δRF
δΩ
δL
δΩ(s)
− δ
RF
δΩ(s)
δL
δΩ
− Ω(Q) δ
L
δΩ(Qs)
− c(Q) δ
L
δµ(Q)
+ µ
δL
δc
+ b
δL
δΩ¯
+ c¯
δL
δµ¯
)
(A.244)
In particular, the identity (A.242) implies that S(s)|Σ is nilpotent :
S(s)|Σ2 = 0 (A.245)
The aim of perturbative gauge theory is to compute, order by order in the loop expansion,
a quantum effective action Γ that satisfies S(s)(Γ) = 0. The property S(s)|FS(s)(F ) = 0
allows us to characterize the possible gauge anomalies. However, in the present case, one
also has to take into account the Q symmetry, as we will shortly see.
Gauge independence of the s -invariant observables
The spinor commuting parameters of supersymmetric transformation δSusyA enter the
action Σ through a s -exact term. (Notice that these parameters have shadow number 1).
As such, they can be treated as gauge parameters, precisely as the parameters α and ζ.
This property, combined with the s invariance of the action, allows us to select obser-
vables that do not depend on the gauge parameters, within the class of gauges that we
are considering.
In fact, the observables are defined from the cohomology of s , and they turn out
to be independent from these generalized gauge parameters. To prove this property,
one uses the fact that the free propagators and interaction terms of the theory depend
analytically on these gauge parameters, and thus, the full generating functional also
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depends analytically on them. Then, the derivative of the 1PI generating functional
Γ with respect to any one of the gauge parameters amounts to the insertion of a s -
exact local term in Γ. It can be shown, using for instance the method [45], that these
insertions yield a vanishing contribution when inserted in a Green function of s invariant
observables. Moreover, the theory can be constructed, while maintaining all relevant
Ward identities for the Q and s symmetries, for all possible values of the parameters
α and ζ, (Section A.4.7). In fact, the gauges defined by the gauge fermion (A.240) are
stable under renormalization, due to some additional Ward identities stemming from
field equations that are “linear” in the quantum fields. As the Green’s functions of s
invariant observables are independent on all gauge parameters, their values are the same
within this class of gauges. This gives a nice way of understanding the supersymmetry
covariance of observables, even for a gauge-fixing that is not manifestly supersymmetric.
When the gauge parameter ζ is set to 1, the shadow fields µ¯, c¯, c and µ become free,
since, in this case, their contribution in the action is just
∫
Tr (µ¯d ⋆ dµ + c¯d ⋆ dc). The
remaining of the gauge-fixing action is the ordinary Faddeev–Popov action. In this gauge,
supersymmetry is not manifest, and supersymmetry covariance of observables is very dif-
ficult to be established. On the other hand, after having introduced the shadows, one
finds that the Landau–Feynman gauges are a continuous limit of more general gauges,
which are parametrized by ζ and α and by the parameters of the supersymmetry trans-
formations. These gauges can now be made explicitly supersymmetric, by choosing ζ = 0,
and keeping non-zero values for the supersymmetric parameters. Indeed, in this case, the
gauge-fixing term is nothing but a s Q-exact term, namely
s Q
∫
Tr
(
µ¯d ⋆ A− α
2
⋆ µ¯b
)
. (A.246)
The idea is thus to perform the renormalization programme in the gauge ζ = 0, since
in this case the supersymmetric Ward identities take the simplest form. One relies on
the independence theorem of the observables upon changes of the gauge parameters, so
that the result will be the same as in a standard Faddeev–Popov gauge-fixing, thereby
ensuring the supersymmetry covariance, that is automatic in the gauges where ζ = 0,
provided that no anomaly occur for the Ward identities implied by the Q symmetry.
Slavnov–Taylor identity for the Q-symmetry in the ζ = 0 gauge
In the gauge ζ = 0, as a consequence of the Q and s invariance of the gauge-fixing
term (A.246), the complete action Σ satisfies a second Slavnov–Taylor identity
S(Q)(Σ) = 0 (A.247)
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where S(Q) is defined by
S(Q)(F ) ≡
∫ (δRF
δϕa
δLF
δϕ(Q)a
− (−1)aϕ(s)a
δLF
δϕ(Qs)a
− (−1)aLκϕ(Qs)a
δLF
δϕ(s)a
+ ϕ(Q)a Lκϕa
)
+
∫
Tr
(
δRF
δΩ
δLF
δΩ(Q)
+
δRF
δc
δLF
δc(Q)
+
δRF
δµ
δLF
δµ(Q)
+ Ω(s)
δLF
δΩ(Qs)
+ LκΩ(Qs) δ
LF
δΩ(s)
+ Ω(Q)LκΩ + c(Q)Lκc+ µ(Q)Lκµ− bδ
LF
δc¯
− Lκc¯ δ
LF
δb
+ Ω¯
δLF
δµ¯
+ Lκµ¯δ
LF
δΩ¯
)
(A.248)
Notice that the equation S(Q)(Σ) = 0 displays non homogeneous terms which do not
depend on Σ. However, the latter are linear in the quantum fields. One defines a linearized
Slavnov–Taylor operator S(Q)|F :
S(Q)|F ≡
∫ (δRF
δϕa
δL
δϕ(Q)a
− δ
RF
δϕ(Q)a
δL
δϕa
− (−1)aϕ(s)a
δL
δϕ(Qs)a
− (−1)aLκϕ(Qs)a
δL
δϕ(s)a
)
+
∫
Tr
(
δRF
δΩ
δL
δΩ(Q)
− δ
RF
δΩ(Q)
δL
δΩ
+
δRF
δc
δL
δc(Q)
− δ
RF
δc(Q)
δL
δc
+
δRF
δµ
δL
δµ(Q)
− δ
RF
δµ(Q)
δL
δµ
+ Ω(s)
δL
δΩ(Qs)
+ LκΩ(Qs) δ
L
δΩ(s)
− bδ
L
δc¯
− Lκc¯ δ
L
δb
+ Ω¯
δL
δµ¯
+ Lκµ¯δ
L
δΩ¯
)
(A.249)
Provided the identities (A.242) and (A.247) hold true, the operators S(s)|Σ and S(Q)|Σ
satisfy the following anticommutation relations :
S(s)|Σ2 = 0 S(Q)|Σ2 = Pκ{S(s)|Σ,S(Q)|Σ} = 0 (A.250)
Pκ is the differential operator which acts as the Lie derivative along κ on all fields and
external sources.
When ζ 6= 0, the gauge-fixing term breaks the Q symmetry. However, this breaking
can be kept under control by introducing an anticommuting parameter z which forms a
doublet together with the parameter ζ, namely, Qz = ζ, Qζ = 0, and s ζ = s z = 0. As
a consequence, the term
s ζ
∫
Tr
(
Ω¯d ⋆ A− α
2
⋆ Ω¯b+ µ¯d ⋆ dc+
α
2
⋆ µ¯Lκc¯
)
(A.251)
is changed into
s (ζ − zQ)
∫
Tr
(
Ω¯d ⋆ A− α
2
⋆ Ω¯b+ µ¯d ⋆ dc+
α
2
⋆ µ¯Lκc¯
)
(A.252)
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Thanks to the introduction of the anticommuting parameter z, the Slavnov–Taylor iden-
tity S(Q)(Σ) = 0 can be maintained for ζ 6= 0. Section A.4.7 will be devoted to the study
of this improved Slavnov–Taylor identity, as well as to the stability of the modified action,
with its z dependence.
From now on and till section A.4.7, we will consider that ζ = 0. All results, but those
involving the ghost Ward identities, can be generalized to the case ζ 6= 0, by including
the z and ζ dependence. Section A.4.7 sketches the relevant modifications.
Antighost Ward identities
For all values of α, we have “linear field equations” for the fields µ¯, c¯, Ω¯ and b. These
equations imply the antighost Ward identities that can be enforced in perturbation theory.
They constitute a BRST quartet :
G(Σ) = 0 , G(s)(Σ) = 0 , G(Q)(Σ) = 0 , G(Qs)(Σ) = 0 (A.253)
where
G(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δb
− d ⋆ A+ α ⋆ b
)
G(s)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δΩ¯
+ d ⋆
δLF
δA(s)
)
G(Q)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δc¯
− d ⋆ δ
LF
δA(Q)
− α ⋆ Lκc¯
)
G(Qs)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δµ¯
+ d ⋆
δLF
δA(Qs)
)
(A.254)
To obtain integrated equations, we introduced a local arbitrary function X, which takes
values in the Lie algebra of the gauge group. We call the set of the four operators G• =
(G, G(s), G(Q), G(Qs)) the antighost operator quartet.
Ghost Ward identities
For the particular case of the Landau gauge, α = 0, we have integrated Ward identi-
ties :
G(Qs)(Σ) = 0 , G(Q)(Σ) = 0 , G(s)(Σ) = 0 (A.255)
with
A.4. CHAMPS D’OMBRE ET JAUGES SUPERSYME´TRIQUES 225
G(Qs)(F )=
∫
Tr
(
x
δLF
δµ
− [x, µ¯]δ
LF
δb
+ x
(−(−1)a[ϕ(Qs)a , ϕa] + [Ω(Qs),Ω] + [µ(Q), c]))
G(Q)(F )=
∫
Tr
(
x
δLF
δc
+ [x, c¯]
δLF
δb
− [x, µ¯]δ
LF
δΩ¯
+ (−1)a[x, ϕ(Qs)a ]
δLF
δϕ(s)a
− [x,Ω(Qs)]δ
LF
δΩ(s)
+x
(
[ϕ(Q)a , ϕ
a] + [Ω(Q),Ω] + [c(Q), c] + [µ(Q), µ]
))
G(s)(F )=
∫
Tr
(
x
δLF
δΩ
− [x, Ω¯]δ
LF
δb
+ [x, µ¯]
δLF
δc¯
− [x, c]δ
LF
δµ
− (−1)a[x, ϕ(Qs)a ]
δLF
δϕ(Q)a
+[x,Ω(Qs)]
δLF
δΩ(Q)
+ [x, µ(Q)]
δLF
δc(Q)
+ x[ϕ(s)a , ϕ
a] + x[Ω(s),Ω]
)
(A.256)
x is an arbitrary constant element of the Lie algebra. One has also the obvious property
G(Σ) = 0 (A.257)
where the linear operator G[x] stands for global gauge transformations of parameter −x,
The operators G• = (G(Qs), G(Q), G(s), G) form a quartet. We call G• the ghost operator
quartet.
Consistency equations for Slavnov–Taylor, antighost and ghost operators
Given the operators G• and G•, we define their linearized functional operators LG• and
LG•, which will complete the linearized Slavnov–Taylor operators.22 This set of operators
builds the following closed algebra :
S(s)|FS(s)(F ) = 0 S(Q)|FS(Q)(F ) = 0
S(s)|FS(Q)(F ) + S(Q)|FS(s)(F ) = 0
S(s)|FG(F )− LGS(s)(F ) = −G(s)(F ) S(Q)|FG(F )− LGS(Q)(F ) = G(Q)(F )
S(s)|FG(Q)(F ) + LG(Q)S(s)(F ) = S(Q)|FG(s)(F ) + LG(s)S(Q)(F ) = G(Qs)(F )
S(s)|FG(Qs)(F )− LG(Qs)S(s)(F ) = −G(Q)(F ) S(Q)|FG(Qs)(F )− LG(Qs)S(Q)(F ) = G(s)(F )
S(s)|FG(s)(F ) + LG(s)S(s)(F ) = S(Q)|FG(Q)(F ) + LG(Q)S(Q)(F ) = G(F ) (A.258)
22For example LG = ∫ Tr X δL
δb
.
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The ghost and antighost operators commute in the following way
LG(s)[x]G(s)[X](F ) + LG(s)[X]G(s)[x](F )=−G[[x, X]](F )
LG(Q)[x]G(Q)[X](F ) + LG(Q)[X]G(Q)[x](F )=G[[x, X]](F )
LG(Qs)[x]G(Qs)[X](F )− LG(Qs)[X]G(Qs)[x](F )=G[[x, X]](F )
LG(s)[x]G(Qs)[X](F )− LG(Qs)[X]G(s)[x](F )=−G(Q)[[x, X]](F )
LG(Q)[x]G(Qs)[X](F )− LG(Qs)[X]G(Q)[x](F )=G(s)[[x, X]](F )
(A.259)
LG(s)[x]G(Q)[y](F ) + LG(Q)[y]G(s)[x](F )=−G(Qs)[[x, y]](F )
(A.260)
LG[x]G•[X](F )− LG•[X]G[x](F )=−G•[[x, X]](F )
LG[x]G•[y](F )− LG•[y]G[x](F )=−G•[[x, y]](F ) (A.261)
where we have written the dependence in the Lie algebra elementsX and x. For simplicity,
we shall consider cases such that
Q2 = Lκ Cab = 0 (A.262)
For instance, by introducing auxiliary fields, this condition holds true for N = 1, 2
supersymmetry. We will see how the case N = 4 can be handled in a separate publication
[A.5].
A.4.4 Non-local supersymmetry in the Landau-gauge
In the class of gauges that we are considering, the dependence of the action Σ on
the shadow fields c, c¯ and their ghosts µ¯ and µ is quadratic, including the classical
source dependence. Thus, they can be eliminated by gaussian integration. This defines
an effective action Σeff :∫
DcDc¯DµDµ¯ e−Σ−
R
(Jc+J¯ c¯+Kµ+K¯µ¯)
=det−1
[
−1 αGLκ
G
(
adc(Q) + d
†addAΩGadµ(Q) + adµ(Q)Gad
†
dAΩ
d
)
1
]
e−Σ
eff
(A.263)
The simplicity of the determinant in Eq.(A.263) is due to compensations between the
bosonic and fermionic gaussian integrations over the shadow fields c, c¯ and µ, µ¯. Here,
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adX denotes the adjoint action by a gauge Lie algebra element X, and the symbol
†
indicates the adjoint of the corresponding operator with respect to the metric
(
f, g
) ≡∫
Tr
(
f ⋆ g
)
. The operator G is the inverse of the Faddeev–Popov operator, so that, one
has Gd†dA = d
†dAG = 1.
In the Landau gauge, α = 0, the determinant (A.263) is one. Therefore, in this
gauge, the functional integration over the shadow fields c, c¯, µ¯ and µ reduces to the
implementation of their equations of motion. Since the Q transformations depends on c
and µ, the effective Q symmetry then depends on a non-local operator, namely, on the
inverse of the Faddeev–Popov operator. Although perturbation theory cannot be safely
controlled in presence of a symmetry implying non-local operators, it is interesting to
discuss this resulting effective supersymmetry.
The classical equations of motion of the shadow fields are :
d†Adc¯ ≈ J + ...
c ≈ G(d†δSusyA+ J¯)
d†Adµ¯ ≈ K + ...
µ ≈ s Gd†δSusyA+GK¯,
(A.264)
where the dots ... stand for terms depending on the external sources of the Q and s Q
transformations of the fields. The effective action Σeff is obtained by substituting the
solution of the equations of motion for c, c¯, µ¯ and µ in the action (Σ+
∫
(Jc+ J¯ c¯+Kµ+
K¯µ¯)). Upon setting the sources J¯ and K¯ to zero, the resulting effective action Σeff turns
out to be the ordinary Faddeev–Popov action in the Landau gauge, with the addition
of external sources coupled to non-local operators. In particular, this amounts to replace
c by the non local expression Gd†δSusyA, and µ by s Gd†δSusyA. For this effective action,
the external sources J, K, c(Q) and µ(Q) have to be regarded as sources for the non local
operator Gd†δSusyA and its variations under s , Q and s Q, respectively.
The corresponding Slavnov–Taylor identities inherit this non-locality, and become
quite complicated. However, one can compute the 1PI generating functional Γeff associa-
ted to the classical action Σeff in the framework of local quantum field theory. Let us
consider at first the 1PI generating functional Γ computed from the local classical action
Σ including the shadow fields. Then, we eliminate the external shadow fields by Legendre
transformation, substituting to them their solutions c∗, µ∗, c¯∗ and µ∗ of the equations :23
δRΓ
δc
= −J
δRΓ
δc¯
= 0
δRΓ
δµ
= −K
δRΓ
δµ¯
= 0
(A.265)
23These equations are solvable as power series in ~ since the classical equations of motions are solvable.
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These solutions are non-local functionals of the sources J and K, and of other fields. The
Legendre transformation,
Γeff [J,K] ≡ Γ[c∗, µ∗, c¯∗, µ¯∗] +
∫ (
Jc∗ +Kµ∗
)
(A.266)
defines the 1PI generating functional Γeff associated to Σeff . In this way, we obtain well
defined Slavnov–Taylor identities, which formally take into account the insertions of the
non local operator Gd†δSusyA and its transformations.
After elimination of the shadow fields, for α = 0, one has :
Qϕa = δSusyϕa − δgauge(Gd†δSusyA)ϕa (A.267)
This is the combination of an ordinary supersymmetry transformation and a gauge trans-
formation with a field dependent fermionic parameter. This parameter involves the non-
local inverse Faddeev–Popov operator.
This effective Q transformation provides a representation of supersymmetry on the
physical fields, since one has :
Q2 = Lκ + δgauge(Gd†LκA) (A.268)
For the gauge field, we have :
QA = (1− dAGd†) δSusyA (A.269)
One notices that 1 − dAGd† is a projector, since (1 − dAGd†)2 = 1 − dAGd†. Moreover,
one has :
d†(1− dAGd†) = 0 (A.270)
Therefore, after the elimination of the shadow fields, Q can be regarded as a representa-
tion of supersymmetry which is compatible with the Landau gauge condition
d†A = 0 ⇒ d†(A+QA) = 0 (A.271)
Furthermore, one has :
QΩ = −Gd†[Ω, δSusyA− dAGd†δSusyA] QΩ¯ = 0 Qb = 0 (A.272)
so one can check that Qd†dAΩ = 0. These remarks indicate that the Faddeev–Popov
determinant admits a supersymmetry in the absence of the shadow fields, that is :
Q det
[
d†dA
]
δ [ d†A ] = 0 (A.273)
However, the non-locality of this symmetry makes it of no practical use for controlling
the quantum theory. In contrast, by keeping the local dependence on the shadow fields,
one can safely use the conventional tools of local quantum field theory.
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A.4.5 Supersymmetric anomalies
The standard method to discuss the renormalizability of the theory to all orders of
perturbation theory is as follows. One assumes that the renormalized generating func-
tional Γn has been computed at a given order n, in such a way that it satisfies the
Slavnov–Taylor identities for the s and Q symmetry and the antighost (and possibly
ghost) Ward identities. Then, one checks if one can proceed to the next order, with
the same conclusion. By definition, this recursive procedure holds true if there are no
obstructions, i.e. if anomalies are absent. In the present case, since a manifest invariant
regularization framework does not exist, one must check the absence of anomalies, de-
fined as cohomological non trivial solutions of the consistency conditions of linearized
operators S(s)|Σ, S(Q)|Σ, LG• and LG•, for ensuring that we can define the supersymmetric
theory with all necessary Ward identities order by order in perturbation theory, through
the introduction of suitable compensating local non invariant counterterms [45]. It is thus
essential to classify the possible solutions of the consistency conditions of the linearized
Slavnov–Taylor operators that we have constructed, within our class of renormalisable
gauges.
The supersymmetric transformation δSusy is nilpotent on the set Oinv of gauge-invariant
functionals of physical fields ϕa and supersymmetric parameters. We can consider its
restriction to this set of functionals. This permits us to introduce a differential complex,
O∗inv(δ
Susy), which is graded by the shadow number. We shall show that the question of
finding the possible anomalies for the Ward identities S(s), S(Q), G• and G• is closely linked
to that of finding the cohomology H∗ of O∗inv(δSusy).
We will find that the possible anomalies are either elements with shadow number one
in H1, or pairs built from the (1, 0) Adler–Bardeen anomaly and a (0, 1) supersymmetric
counterpart. In fact, the latter possibility only occurs provided we are in a theory where
the following local functional :
I =
∫
Tr
(
F∧δ
SusyA∧δ
SusyA+ ω(ϕ)F∧F
)
(A.274)
is such that I = δSusy(. . . ), that is, vanishes in H2.
We must proceed by steps. First, we will show that the eventual anomalies of the an-
tighost equations can be removed without spoiling the Slavnov–Taylor identities. Then,
we will be able to restrict to the search of solutions of the ordinary BRST invariance
consistency conditions, the unique solution of which is the Adler–Bardeen anomaly. Af-
terward, we will classify the solutions of the rest of the consistency conditions associated
to supersymmetry, which must be consistent with the BRST invariance. Finally, we will
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check that there are no solutions corresponding to the ghost operators which satisfy all
the consistency conditions.
Absence of anomalies associated to the antighost operators
To demonstrate that there are no anomalies associated with the antighost operators, it
is convenient to assemble the linearized operators (but the ghost ones) into the following
nilpotent differential operator δ :
δ ≡ α(s)S(s)|Σ + α(Q)S(Q)|Σ +LG[X] +LG(s)[X (s)] +LG(Q)[X (Q)] +LG(Qs)[X (Qs)] + σ (A.275)
α(s) and α(Q) are commuting scalars, X and X (Qs) are anticommuting Lie algebra va-
lued functions and X (s) and X (Q), commuting ones. The differential operator σ has been
introduced in order that :
δ2 = (α(Q))2 Pκ (A.276)
so that δ is nilpotent, when acting on functionals. The operator σ gives zero on all
quantities, but the functions X•, with :
σX = α(Q)LκX (Q)
σX (Qs) = −α(Q)X (s) − α(s)X (Q)
σX (s) = −α(s)X − α(Q)LκX (Qs)
σX (Q) = α(Q)X
(A.277)
To show that there are no anomalies for the ghost operators, one can use a standard and
general method [103]. It suffices to exhibit that δ admits a trivializing homotopy k, such
that the anticommutator of k and δ determines the following counting operator
{δ, k} = e
∫
Tr
(
−dΩ¯⋆ δ
L
δA(s)
+dc¯⋆ δ
L
δA(Q)
+dµ¯⋆ δ
L
δA(Qs)
)
Ne
−
∫
Tr
(
−dΩ¯⋆ δ
L
δA(s)
+dc¯⋆ δ
L
δA(Q)
+dµ¯⋆ δ
L
δA(Qs)
)
N ≡
∫
Tr
(
b
δL
δb
+ Ω¯
δL
δΩ¯
+ c¯
δL
δc¯
+ µ¯
δL
δµ¯
+X
δL
δX
+X (s)
δL
δX (s)
+X (Q)
δL
δX (Q)
+X (Qs)
δL
δX (Qs)
)
(A.278)
This trivializing homotopy is simply :
k ≡
∫
Tr
(
b
δL
δX
+ Ω¯
δL
δX (s)
+ c¯
δL
δX (Q)
+ µ¯
δL
δX (Qs)
)
(A.279)
Therefore, we can always remove the anomalies of S(s)|Σ and S(Q)|Σ in a way which pre-
serves the antighost symmetries.
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Cohomology of the BRST operator S(s)|Σ
We then compute the cohomology of S(s)|Σ alone. This operator can be split in two
parts
S(s)|Σ = Σ(s) + ς (A.280)
where Σ(s) is the operator which acts on any functional F of the fields trough the following
antibracket
Σ(s)F =
(
Σ,F
)
(s)
≡
∫ (δRΣ
δϕa
δLF
δϕ(s)a
− δ
RΣ
δϕ(s)a
δLF
δϕa
+ Tr
δRΣ
δΩ
δLF
δΩ(s)
− Tr δ
RΣ
δΩ(s)
δLF
δΩ
)
(A.281)
and ς is the Σ independent part of S(s)|Σ. One then finds that ς admits a trivializing
homotopy k(s) defined by
k(s) ≡
∫
(−1)aϕ(Qs)a
δL
δϕ(Q)
+
∫
Tr
(
−Ω(Qs) δ
L
δΩ(Q)
− µ(Q) δ
L
δc(Q)
+ c
δL
δµ
+ Ω¯
δL
δb
+ µ¯
δL
δc¯
)
(A.282)
The anticommutator of k(s) with ς is the counting operator M for all fields but the
physical ones, the ghost Ω and their sources for the BRST symmetry s . One can construct
perturbatively a functional V , such that, the differential operator V(s) ≡
(
V, · )
(s)
satisfies
e−V(s)S(s)|ΣeV(s) = Σ0(s) + ς (A.283)
Here, Σ0 is the part of Σ which is annihilated by M and k(s). This uses the “Maurer–
Cartan” equation (see appendix B.4) :
ς2 = 0 ς Σ +
1
2
(
Σ,Σ
)
(s)
= 0 (A.284)
Eq.(A.283) implies that the cohomology of S(s)|Σ is isomorphic to that of Σ0(s) + ς. The
latter is itself isomorphic to the cohomology of Σ0(s) on the set of fields made by the
physical fields, the ghost Ω and the sources for their s transformations. This cohomology
turns out to be the Adler–Bardeen anomaly A in the case of a semi-simple gauge group
[102].
Supersymmetric anomalies consistent with BRST invariance
As announced, we now show that there are two possibilities for the consistent ano-
malies of the Ward identities. Either one has a supersymmetric term associated to the
Adler-Bardeen anomaly, or one has a pure supersymmetric anomaly.
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Possibility for the “supersymmetric” Adler–Bardeen anomaly
Consider the Adler–Bardeen anomaly A . To make it consistent with the operator
S(Q)|Σ, we need an integrated local functional B, possibly depending on all fields and
sources, with ghost number 0, shadow number one and canonical dimension 9
2
. B must
verify the consistency conditions
S(s)|ΣB + S(Q)|ΣA = 0 S(Q)|ΣB = 0 (A.285)
To look for possible solutions, we use the horizontality condition Eq.(A.239) and its
Bianchi identity, which express the s and Q transformation laws. One has :
F˜ ≡ (d+ s +Q− iκ)
(
A+ Ω+ c
)
+
(
A+ Ω+ c
)2
= F + δSusyA+ ω(ϕ) (A.286)
The extended curvature defined by the latter equation permits one to use the formal
five-dimensional Chern–Simon identity
Tr F˜ 3 = d˜Tr
(
A˜F˜ 2 − 1
2
A˜3F˜ +
1
10
A˜5
)
(A.287)
to determine both the Adler–Bardeen anomaly and its supersymmetric counter part.
The term with ghost and shadow numbers (2, 0) shows that the Adler–Bardeen anomaly
satisfies the consistency condition for s :
A ≡
∫
Tr dΩ
(
AdA+
1
2
A3
)
s A = 0 (A.288)
The term with ghost and shadow numbers (1, 1) gives a solution for the consistency
condition
s Bc +QA = 0 (A.289)
It is defined by
B
c ≡ Tr
(
dc
(
AdA+
1
2
A3
)
+
(
[A,F ]− 1
2
A3
)
δSusyA
)
(A.290)
The term with ghost and shadow numbers (0, 2) gives the breaking of the consistency
condition QB = 0 for this solution. Indeed, one gets :
QBc = 3
∫
Tr
(
F∧δ
SusyA∧δ
SusyA+ ω(ϕ)F∧F
)
(A.291)
To obtain a consistent B, we must add a S(s)|Σ-closed term Binv to Bc, in order to have
a S(Q)|Σ-closed functional B, which preserves Eq. (A.289). Since QBc is not S(s)|Σ-exact,
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Binv must be in the cohomology of S(s)|Σ. Therefore Binv is a gauge-invariant functional
on the physical fields. Because the transformation S(Q)|Σ acts as δSusy on gauge-invariant
functionals, we obtain the following result. A functional B, which satisfies the consistency
equations (A.285), where A is the Adler–Bardeen anomaly, exists, if and only if, there
is a gauge-invariant local functional Binv, for which the following equation holds
δSusyBinv = −3
∫
Tr
(
F∧δ
SusyA∧δ
SusyA+ ω(ϕ)F∧F
)
(A.292)
For the case N = 2, 4, the right hand side in the last equation can be identified as a
cohomology class of the operator δSusy . It can be associated to Donaldson–Witten inva-
riants [A.5]. This gives an algebraic proof of the absence of Adler–Bardeen anomaly in
extended supersymmetry. This feature is usually attributed to the fact that there are no
chiral fermions in such theories.
For the case N = 1, one can construct the following antecedent :24
δSusy
1
4
Tr
(
ǫγµλ
)(
λγ5γµλ
)
=
1
2
εµνσρTr Fµν
(
ǫγσλ
)(
ǫγρλ
)
(A.295)
Thus, gauge anomalies can exist in this case. They can be detected as gauge anomalies
and as anomalies in the supersymmetry Noether current.
Purely supersymmetric anomalies
Since the Adler–Bardeen is the only possible anomaly for the S(s)|Σ operator, other
potential anomalies for S(Q)|Σ must be in the kernel of S(s)|Σ. In other word, we may have
a term C (0,1), with
S(s)|ΣC = 0 S(Q)|ΣC = 0 (A.296)
As a result of [102], any element of the kernel of S(s)|Σ of ghost number zero can be
decomposed into a gauge-invariant functional in the physical fields and a S(s)|Σ-exact
term. Thus, one computes the cohomology of S(Q)|Σ in the image of S(s)|Σ. Any such
24For N = 1 in Minkowski space time
δSusyAµ = −i
(
ǫγµλ
)
δSusyλ =
(
/F + γ5H
)
ǫ δSusyH = i
(
ǫγ5 /Dλ
)
(A.293)
with
(δSusy)2 = i
(
ǫγµǫ
)(
∂µ + δ
gauge(Aµ)
)
(A.294)
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element must be of the following form
C
im = S(s)|Σ
∫ (〈
Ω¯, l (0,1)5
2
〉
+
〈
µ¯, l (0,2)3
〉
+
〈
ϕ(s)a , f
(0,1)
[a]+ 1
2
a〉
+
〈
ϕ(Qs)a , g
(0,2)
[a]+1
a〉
+
〈
Ω(s), f (1,1)1
2
〉
+
〈
Ω(Qs), g (1,2)1
〉
+
〈
Ω(Q), h (0,2)1
〉
+
〈
µ(Q), h (0,3)3
2
〉)
(A.297)
Here l (g,s)d , f
(g,s)
d , g
(g,s)
d and h
(g,s)
d are local functions of the fields, where the sub-index d is
the canonical dimension. The explicit form of C im is
C
im =
∫ (〈
b, l (0,1)5
2
〉− 〈Ω¯,S(s)|Σ l (0,1)5
2
〉
+
〈
c¯, l (0,2)3
〉
+
〈
µ¯,S(s)|Σ l (0,2)3
〉
+
〈δRΣ
δϕa
, f (0,1)
[a]+ 1
2
a〉
+(−1)a〈ϕ(Q)a , g (0,2)[a]+1a〉−(−1)a〈ϕ(s)a ,S(s)|Σ f (0,1)[a]+ 1
2
a〉
+(−1)a〈ϕ(Qs)a ,S(s)|Σ g (0,2)[a]+1a〉
+
〈δRΣ
δΩ
, f (1,1)1
2
〉− 〈Ω(Q), g (1,2)1 − S(s)|Σ h (0,2)1 〉+ 〈Ω(s),S(s)|Σ f (1,1)1
2
〉− 〈Ω(Qs),S(s)|Σ g (1,2)1 〉
− 〈c(Q), h (0,3)3
2
〉− 〈µ(Q),S(s)|Σ h (0,3)3
2
〉)
(A.298)
The consistency conditions imply that :
G•C im = 0 (A.299)
Thus :
l
(0,1)
5
2
= l (0,2)3 = 0 (A.300)
On the other hand, the condition S(Q)|ΣC im = 0 yields at zero-th order in the sources :∫ (〈δLΣ
δϕa
,S(Q)|Σ f (0,1)[a]+ 1
2
a
+ g (0,2)[a]+1
a〉
+
〈δLΣ
δΩ
,S(Q)|Σ f (1,1)1
2
+ g (1,2)1 − S(s)|Σ h (0,2)1
〉
+
〈δLΣ
δc
, h (0,3)3
2
〉− 〈δLΣ
δµ
,S(s)|Σ h (0,3)3
2
〉)
= O(ϕ•) (A.301)
This equation is solved, either when each term vanishes, or when the action Σ admits
an accidental symmetry, with ghost and shadow numbers (0, 2), and canonical dimension
one, which only acts on the physical fields, Ω, c and µ. It is reasonable to assume that
this latter possibility never arises. Therefore, one must have :
S(Q)|Σ f (0,1)[a]+ 1
2
a
+ g (0,2)[a]+1
a
= C (0,2)[a]+[b]−3
ab δRΣ
δϕb
+O(ϕ•)
S(Q)|Σ f (1,1)1
2
+ g (1,2)1 − S(s)|Σh (0,2)1 =O(ϕ•)
h
(0,3)
3
2
=O(ϕ•) (A.302)
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This property tells us that C im is trivial at zeroth order in the sources ϕ•, that is :
C
im = S(s)|ΣS(Q)|Σ
∫ (
−(−1)a〈ϕ(Qs)a , f (0,1)[a]+ 1
2
a〉
+
〈
Ω(Qs), f (1,1)1
2
〉)
+O(ϕ•) (A.303)
Due to the power counting, only the functions f (0,1)
[a]+ 1
2
a
and g (0,2)[a]+1
a
can depend on the
external sources. Moreover, this dependence must be linear. One can then compute that
C im must be trivial at all order in the sources, extending the equations (A.301,A.302).
We thus obtain the desired result that the cohomology of S(Q)|Σ in the image of S(s)|Σ is
empty.
We have thus shown that, the possible purely supersymmetric anomalies C are the
elements of H1 with canonical dimension four. In fact, H1 depends on the given super-
symmetric theory. As a direct consequence of results in [101], H1 = {0} in N = 2 super
Yang–Mills. Preliminary computations show that there are no supersymmetric anomalies
in N = 4 super-Yang–Mills, in agreement with [61].
To summarize, anomalies for the linearized operators LG•, S(s)|Σ and S(Q)|Σ must be,
either an element ofH1, or the Adler–Bardeen anomaly A , provided that a corresponding
counterpart B exists.
Solutions of the consistency conditions associated to the ghost operators
In the Landau gauge, there are additional symmetries, expressed by the ghost ope-
rators G•, whose homogeneous parts are the differential operators LG•. This gauge has
many advantages, but one must check that there is no anomaly for the operators LG•.
From the previous computation, one can check that the possible anomalies for LG•, S(s)|Σ
and S(Q)|Σ are left invariant by the four operators LG•’s. Therefore, the computation of
possible anomalies of the ghost operators reduces to a relatively simple system of consis-
tency equations. Moreover, because the operators LG• decrease the ghost and shadow
numbers, their anomalies ∆• must depend on the anti-ghosts, the anti-shadows, and the
sources, which have large canonical dimensions. By inspection, one finds that the consis-
tency conditions of ∆• have no local solutions with the required canonical dimension.
Therefore, one can use the ghost Ward identities of the Landau gauge, and the ano-
maly problem is the same in this gauge as for all other values of α. The advantage of the
Landau gauge, is that it simplifies the proof of the stability of the action. Most impor-
tantly, it is a preferred gauge for demonstrating non-renormalization theorems [45, 104].
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A.4.6 General local solution of the Slavnov–Taylor identities
In this section we assume that the anomalies mentioned in the last section do not
exist in the supersymmetric theory we are dealing with, or at least that these anomalies
do not arise in perturbation theory. For N = 2, 4 no anomaly can arise, but for N = 1,
the consistency conditions may have solutions, and the coupled hypermultiplet must be
carefully chosen.
To prove the stability of the action, i.e. to show that the ambiguities related to the
local invariant counterterms, which can be freely added at each order of perturbation
theory, do not exceed the number of parameters of the classical starting action, we must
compute the most general integrated local polynomial, with ghost and shadow numbers
(0, 0) and canonical dimension four, which satisfies all Ward identities. We will work in
the Landau gauge, α = 0.
Because of the ghost equations and power counting, the source dependence of the
action must be linear, but for possible quadratic terms in the ϕ(Q)a . However, since the
Slavnov–Taylor identities mix the different sources (ϕ(Q)a , ϕ
(s)
a and ϕ
(Qs)
a ), such quadratic
terms must be absent. Therefore, the most general solution ΣR of the Slavnov–Taylor
identities must have a linear dependence on all sources. It can be written as follows :
ΣR = SR[ϕa,Ω, Ω¯, c, c¯, b, µ¯, µ] +
∫
(−1)a
(
ϕ(s)a ∆
a
(s) + ϕ
(Q)∆a(Q) + ϕ
(Qs)∆a(Qs)
)
+
∫
Tr
(
−Ω(s)∆(s) − Ω(Q)∆(Q) − Ω(Qs)∆(Qs) + µ(Q)Λ(Qs) − c(Q)Λ(Q)
)
(A.304)
Here, the ∆•’s are local polynomials in the quantum fields, which can be used to define
differential operators s R and QR.
∆a(s) = s
Rϕa ∆a(Q) = Q
Rϕa
∆a(Qs) = s
RQRϕa
∆(s) = s
RΩ ∆(Q) = Q
RΩ
∆(Qs) = s
RQRΩ
Λ(Qs) = Q
Rµ Λ(Q) = Q
Rc (A.305)
The Slavnov–Taylor identities imply that SR must be invariant under the action of s R
and QR, and that these latter must verify
s R
2 = 0 QR2 = Lκ
{ s R, QR} = 0 (A.306)
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s R and QR acts as s and Q when these ones act linearly. Modulo a rescaling of ghosts
and shadows Ω, µ and c as well as of the structure constants of the gauge group, it turns
out that the operators s R and QR must have the same form of s and Q. Thus, the
gauge symmetry can only be renormalized multiplicatively, and supersymmetric trans-
formations must be renormalized in the most general possible way, which is compatible
with power counting and their closure on a renormalized gauge transformation.
δSusyR
2
= δgauge(ωR(ϕ) + iκA) + Lκ (A.307)
Then, the renormalized action decomposes into a part belonging to the cohomology of
s R and into a s R-exact part. Because s R and s are identical modulo rescalings of
ghosts and the coupling constant, the former term is a gauge invariant local functional
which depends only on the fields ϕa. It must also be invariant under the renormalized
supersymmetry. Since the transformations are the same on the fields of negative ghost
number, the s R-exact part must be QR-exact in order to be QR invariant. The antighost
equations then fix this part to be the one of the classical action
s RQR
∫
Tr µ¯d ⋆ A (A.308)
To go further in determining ωR(ϕ), one must look at the details of the particular super-
symmetric theory. Therefore, the conclusion is that in a supersymmetric theory with a
supersymmetric algebra which closes off-shell, and which has no anomaly, the action is
stable under radiative corrections if and only if, the most general supersymmetric algebra
defined on the set of fields from Eq. (A.307), can be related to the standard one by linear
redefinitions of the fields. In fact, this is the case in all super Yang–Mills theories.
A.4.7 Interpolating gauges
In this section, we discuss the extension of the Slavnov–Taylor identity associated to
supersymmetry to an arbitrary value of the gauge parameter ζ. As already mentioned,
this is achieved by introducing an anticommuting parameter z which allows one to vary
the gauge parameter ζ, while maintaining the desired Slavnov–Taylor identity.
The anticommuting parameter z is such that Qz = ζ, Qζ = 0, and s ζ = 0, s z = 0.
For ζ 6= 0, one has a non-vanishing Q-variation of the gauge-fixing term. Using the
gauge-fixing term eq.(A.252), one has, however, an extended Slavnov–Taylor identity :
S(Q)′(Σ′) ≡ S(Q)(Σ′) + ζ ∂Σ
∂z
= 0 (A.309)
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The antighost Ward identities can also be extended to a generic value of the gauge
parameters ζ and z. In the present case, these Ward identities generalize to
G(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δb
− d ⋆ A+ α ⋆ b− zd ⋆ δ
LF
δA(Q)
+ zd ⋆ dc
)
G(s)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δΩ¯
+ d ⋆
δLF
δA(s)
+ zd ⋆
δLF
δA(Qs)
+ zd ⋆ dµ
)
G(Q)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δc¯
− (1− ζ)d ⋆ δ
LF
δA(Q)
− ζd ⋆ dc− α ⋆ Lκc¯+ zd ⋆ dδ
LF
δc(Q)
+ zLκd ⋆ A
)
G(Qs)(F ) ≡
∫
Tr X
(δLF
δµ¯
+ (1− ζ)d ⋆ δ
LF
δA(Qs)
− ζd ⋆ dµ− zd ⋆ dδ
LF
δµ(Q)
− zLκd ⋆ δ
LF
δA(s)
)
(A.310)
The consistency conditions for the operators S(s), S(Q) and G• remain the same. For the
classification of anomalies, one can repeat the same arguments as previously, with ζ 6= 0.
The only change is that, the translation operator :
e
∫
Tr
(
−dΩ¯⋆ δ
L
δA(s)
+dc¯⋆ δ
L
δA(Q)
+dµ¯⋆ δ
L
δA(Qs)
)
(A.311)
which appears in (A.278), must be modified to
e
∫
Tr
(
−dΩ¯⋆ δ
L
δA(s)
+((1−ζ)dc¯+zdb)⋆ δ
L
δA(Q)
+((1−ζ)dµ¯−zdΩ¯)⋆ δ
L
δA(Qs)
−zd⋆dc¯ δ
L
δc(Q)
−zd⋆dµ¯ δ
L
δµ(Q)
)
(A.312)
When checking the stability of the action, one still finds that the gauge-fixing action s Ψ,
which depends on the parameters ζ and z, is stable. However, we have not been able to
derive ghosts Ward identities and prove that the action depends linearly in the sources,
even in the Landau gauge. As a matter of fact, more computations are needed, to obtain
the stability of the whole action, including the sources.
However, ghost Ward identities are in fact not necessary to remove ambiguities. What
matters is that the supersymmetric gauge, ζ = 0, can be analytically linked to the other
gauges ζ 6= 0, and, in particular, to the ordinary Faddeev–Popov gauge-fixing. As we have
just seen, one can extend all the required Ward identities necessary to define the theory
in the interpolating gauge. The Green functions of quantities which are left invariant by
the operators S(s)|Σ are independent from the parameter ζ and z. The supersymmetric
gauge ζ = 0, z = 0 gives the simplest gauge for explicit computations and check the
Slavnov–Taylor identities at each order in perturbation theory. For ζ 6= 0, one must keep
the ζ, z dependence, in order to control supersymmetric covariance.
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A.4.8 An example : the case of N = 2 super-Yang–Mills
In order to illustrate our general formalism, let us consider the example of N =
2 super-Yang–Mills in Euclidean space. In this case the supersymmetry algebra closes
off-shell with the introduction of an auxiliary field H i in the adjoint representation of
the SU(2) R-symmetry group. The theory contains a gauge field A, a SU(2)-Majorana
fermion λ (we do not write the R-symmetry index), one scalar φ and one pseudo-scalar
φ5. The classical action is
∫
d4xTr
(
−1
4
FµνF
µν +
1
2
HiH
i +
1
2
Dµφ
5Dµφ5 − 1
2
DµφD
µφ− i
2
(
λ /Dλ
)
1
2
[φ5, φ]2 +
1
2
(
λγ5[φ
5, λ]
)− 1
2
(
λ[φ, λ]
))
(A.313)
and the supersymmetric algebra is :
δSusyAµ=−i
(
ǫγµλ
)
δSusyφ5=−(ǫγ5λ) δSusyφ = −(ǫλ)
δSusyλ= /Fǫ+ γ5[φ
5, φ]ǫ− i(γ5 /Dφ5 + /Dφ)ǫ+Hiτ iǫ
δSusyH i=
(
ǫτ i
(−i /Dλ+ γ5[φ5, λ]− [φ, λ]))
(A.314)
It closes as follows
(δSusy)2 = δgauge
(
(ǫ[γ5φ
5 − φ]ǫ)− i(ǫγµǫ)Aµ
)− i(ǫγµǫ)∂µ (A.315)
The supersymmetric gauge fixing-term is :
− s Q
∫
d4xTr µ¯
(
∂µAµ +
α
2
b
)
=∫
d4xTr
(
−b∂µAµ − α
2
b2 + Ω¯∂µDµΩ− c¯∂µDµc− µ¯∂µDµµ
− iα
2
(ǫγµǫ)c¯∂µc¯+ ic¯(ǫ /∂λ) + ∂µµ¯
(
[DµΩ, c] + i(ǫγµ[Ω, λ])
))
(A.316)
We notice that this gauge-fixing term gives propagators between the shadow and the
fermion fields, which depends on the supersymmetric parameters, as follows :
〈c λ〉0 = −
ǫ
p2
〈c c〉0 = (1− α)
(ǫ/pǫ)
(p2)2
(A.317)
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We checked that, no infra-red problem , which cannot be cured, is implied by the ap-
parently infra-red dangerous propagator 〈c c〉0. The dependence on the supersymmetric
parameters ǫ of the propagators has no physical consequences for the observables, since
the latter can be considered as gauge parameters. Their appearance in the propagators
can be handled as that of the parameter α in the gauge propagator :
〈Aµ Aν〉0 = −
δµν − (1− α)pµpνp2
p2
(A.318)
A.4.9 Conclusion
An important component of this paper is the introduction of a new sector in super-
Yang–Mills theories, namely that of shadow fields. It defines new gauge-fixing terms that
depend on a more general family of gauge parameters. Some of them can be identified
as the “constant ghosts” for supersymmetry transformations. The preserved BRST sym-
metry allows one to define supersymmetric covariant and gauge-invariant observables.
Moreover, the Slavnov–Taylor identities imply that the correlation functions of the ob-
servables do not depend on these parameters. The ordinary Faddeev–Popov gauge-fixing,
which is not supersymmetric, is obtained for a given choice of these parameters. Other
choices give an explicitly supersymmetric gauge-fixing. This provides a proof that super-
symmetry and gauge invariance of physical observables can be safely maintained, even
in the simplest non-supersymmetric gauges.
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A.5 Finitude de super-Yang–Mills N = 4
L. Baulieu, G. Bossard et S. P. Sorella,
« Finiteness properties of the N = 4 super-Yang–Mills theory in
supersymmetric gauge »
Nucl. Phys. B 753, 252 (2006), hep-th/0605164.
Nous apportons dans cette publication la premie`re preuve cohe´rente et exhaustive
de l’annulation de la fonction β dans la the´orie de Yang–Mills maximalement super-
syme´trique, sans supposer l’existence d’un re´gulateur qui pre´serve a` la fois l’invariance
de jauge et la supersyme´trie. Une premie`re version de cette preuve, publie´e par un des
auteurs, confondait le roˆle des ope´rateurs de Slavnov–Taylor associe´s respectivement a`
l’invariance BRST et a` la supersyme´trie. Cette preuve e´mettait en particulier l’hypothe`se
que l’insertion de l’action dans la fonctionnelle ge´ne´ratrice des diagrammes une particule
irre´ductibles de´finit un e´le´ment non trivial de la cohomologie de l’ope´rateur line´arise´ de
Slavnov–Taylor associe´ a` la supersyme´trie
[∫ L04 · Γ] 6= S(Q)|Γ[Ψ · Γ] (A.319)
Cette dernie`re proprie´te´ qui semble naturelle, en tant qu’extension de la proprie´te´ clas-
sique de non trivialite´ de l’action dans le complexe des fonctionnelles de´pendant analy-
tiquement des parame`tres de supersyme´trie, n’est cependant pas ne´cessairement vraie.
Admettons qu’on e´crive ces e´quations pour la fonctionnelle ge´ne´ratrice connexe et qu’on
fixe a` ze´ro toutes les sources qui ne sont pas couple´es a` des ope´rateurs S(Q)|Σ invariants
dans l’action, de manie`re a` annuler le terme de droite. Alors la S(Q)|Σ exactitude de la
densite´ lagrangienne dans le complexe des fonctions des champs, se´ries de Laurent des
parame`tres de supersyme´trie, implique que le terme de gauche est e´galement nul. La
bonne de´finition de la preuve fait, en fait, intervenir l’e´quation
[∫ L04 · Γ] 6= S(s)|Γ[Ψ · Γ] (A.320)
que l’on peut de´montrer en conside´rant des fonctions de corre´lation non triviales entre
la densite´ lagrangienne et des ope´rateurs composites invariants de jauge.
242 ANNEXE A. PUBLICATIONS
Afin d’e´tablir correctement la preuve de finitude, nous e´tablissons la renormalisabi-
lite´ de la the´orie maximalement supersyme´trique dans sa formulation tordue a` la Vafa–
Witten, avec six ou neuf charges de supersyme´trie admettant une repre´sentation fonc-
tionnelle locale sur les champs [A.3]. L’action est stable avec seulement six charges de
supersyme´trie, et on peut de´montrer que l’invariance par rapport a` ces six charges in-
terdit l’apparition d’une anomalie triviale pour les trois autre charges en involution. Les
identite´s de Slavnov–Taylor associe´es a` six charges de supersyme´trie sont ainsi suffisam-
ment contraignantes pour fixer les ambigu¨ıte´s associe´es a` l’invariance par rapport aux
neuf charges de supersyme´trie qui admettent une repre´sentation fonctionnelle locale.
On montre dans cette publication, qu’on peut obtenir de manie`re cohe´rente des pro-
prie´te´s des ope´rateurs invariants de jauge en les contractant avec des parame`tres de
supersyme´trie apparaissant dans la fixation de jauge. On est ainsi en mesure de mon-
trer l’annulation de la dimension anormale des ope´rateurs un-demi BPS primaires, en
de´montrant qu’on peut les construire en de´veloppant des ope´rateurs de´pendant de cinq
parame`tres de supersyme´trie en fonction de ces derniers.
Tr
(
̟2Φ +̟ωL+̟υIh
I + (ω2 + υIυ
I)Φ¯
)n ∼ Tr φiφjφk · · ·φl (A.321)
L’annulation de leur dimension anormale de´coule de leur Q exactitude via la formule de
Chern–Simons, qui permet de contraindre celle-ci en fonction de la dimension anormale
d’ope´rateurs composites qui font intervenir l’ombre. Ces derniers s’ave`rent eˆtre prote´ge´s
par les identite´s de Ward fantoˆmes dans la jauge de Landau. Le fait d’e´tablir ce re´sultat
sur les multiplets complets de SU(4) est d’importance, puisque la formulation tordue
n’interdit pas en principe une proce´dure de renormalisation des ope´rateurs composites
qui brise cette invariance.
La preuve de l’annulation de la fonction β est ensuite proprement e´tablie. En de´montrant
l’existence de seulement deux cocycles e´tendus non triviaux solutions des e´quations de
descentes
(d+ S(s)|Σ + S(Q)|Σ −̟iε) L = 0 (A.322)
on est en mesure de montrer que la dimension anormale de la densite´ lagrangienne ne
peut eˆtre non nulle (modulo une renormalisation (d+S(s)|Σ)-exacte) si celle des ope´rateurs
un-demi BPS primaires de dimension 2 est ze´ro. La construction de ces cocycles est si-
gnificativement simplifie´e en se restreignant a` six ge´ne´rateurs permettant de de´terminer
l’action de manie`re unique [A.2]. Ce re´sultat permet de de´montrer que toutes les contribu-
tions de la fonction β sont proportionnelles a` la fonction β a` une boucle, dont l’annulation
est un fait e´tabli.
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On apporte ainsi des preuves rigoureuses, inde´pendantes du sche´ma de re´gularisation,
de l’annulation de la fonction β et de la dimension anormale des ope´rateurs un-demi
BPS a` tous les ordres de la the´orie des perturbations. Ceci conforte la conjecture que
l’invariance par rapport a` la supersyme´trie maximale implique l’invariance de la the´orie
par rapport a` l’ensemble des ge´ne´rateurs de l’alge`bre superconforme psu(2, 2|4).
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Finiteness properties of the N = 4
super-Yang–Mills theory in supersymmetric
gauge
abstract
With the introduction of shadow fields, we demonstrate the renorma-
lizability of the N = 4 super-Yang–Mills theory in component forma-
lism, independently of the choice of UV regularization. Remarkably, by
using twisted representations, one finds that the structure of the theory
and its renormalization is determined by a subalgebra of supersymme-
try that closes off-shell. Starting from this subalgebra of symmetry, we
prove some features of the superconformal invariance of the theory. We
give a new algebraic proof of the cancellation of the β function and we
show the ultraviolet finiteness of the 1/2 BPS operators at all orders
in perturbation theory. In fact, using the shadow field as a connexion
form, the invariant polynomials in the scalar fields in traceless symme-
tric representations of the internal R-symmetry group are simply rela-
ted to characteristic classes. Their UV finiteness is a consequence of the
Chern–Simons formula.
A.5.1 Introduction
In a recent paper, new fields have been introduced for supersymmetric gauge theo-
ries, which we called shadow fields. These fields are elements of BRST doublets. They
determine a BRST like operator for the supersymmetry invariance, which is fully com-
patible with the gauge symmetry [A.4]. Shadow fields also allow for the construction
of new classes of gauges that interpolate between the usual Faddeev–Popov gauges and
new ones, which are explicitly supersymmetric. These gauges give an additional Slavnov–
Taylor identity, for controlling supersymmetry at the quantum level. The observables are
determined from the cohomology of the BRST operator for gauge invariance, and their
supersymmetry covariance can be established from the new Slavnov–Taylor identity.
It has been conjectured for many years that the N = 4 super-Yang–Mills theory is a
superconformal theory. Its β function vanishes at all orders in perturbation theory [105,
106, 61]. The superconformal invariance is a basic feature of the AdS/CFT Maldacena’s
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conjecture [107]. In this paper we use the new supersymmetric gauges to directly prove
in perturbation theory some of the results that are implied by the conformal invariance
of the N = 4 super-Yang–Mills theory, with the only symmetry hypothesis of super
Poincare´ supersymmetry.
In [A.4], the renormalization of supersymmetric theories, using shadow fields, was
detailed when the supersymmetry algebra closes off-shell, that is, for cases where auxiliary
fields exist for closing the whole supersymmetry algebra. In the N = 4 super-Yang–Mills
theory, no such auxiliary fields exist. Here, we will bypass this point by combining the
methodology of [A.4] and the existence of a supersymmetry subalgebra with 9 generators,
which is large enough to constrain the classical N = 4 super-Yang–Mills action, and
small enough to be closed without the use of equations of motion. This subalgebra was
introduced in [A.1,A.2], using methods that are specific to topological field theory and
involve twisted variables.
The Slavnov–Taylor identities that are allowed by the introduction of the shadow
fields enable us to prove the renormalizability of the N = 4 theory, without any assump-
tion on the choice of the ultraviolet regularization. In this paper, we show the absence of
a possible anomaly for the N = 4 theory. Algebraic methods have been used to show that
invariant polynomials depending on one of the scalar fields of the supersymmetry multi-
plet are protected from renormalization [69]. We will extend this result to the whole set
of local observables of the N = 4 super-Yang–Mills theory, which are invariant polyno-
mials in scalar fields, taking their values in any given traceless symmetric representation
of the R-symmetry group. These operators are the 1/2 BPS primary operators. We then
obtain the finiteness of the whole 1/2 BPS multiplets, by supersymmetry covariance. We
will give a new proof of the cancellation of the β function at all orders in perturbation
theory. Remarkably, all these results are obtained by using small sectors of the supersym-
metry algebra. The latter exist, thanks to the possibility of twisting the supersymmetry
algebra, by combining the R-symmetry and the Lorentz symmetry. In order to prove the
stability of the action under renormalization, it is in fact sufficient to use a sector of
the supersymmetry algebra with 6 generators. And, to prove that all 1/2 BPS primary
operators are protected operators, one uses a sector of the supersymmetry algebra with
5 generators. A key feature of this proof is the Chern–Simons formula, where the shadow
field can be identified as a Maurer–Cartan form. It appears that the scalar observables of
topological field theories determine the 1/2 BPS primary operators by covariance under
the R-symmetry of the supersymmetric theory. In fact, their finiteness property is closely
related to the existence of characteristic classes.
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We will suppose everywhere that the gauge group is simple.
A.5.2 Twisted N = 4 super-Yang–Mills
Fields and symmetries
Consider theN = 4 multiplet (A, λα, φi) in a flat euclidean space Spin(4) ∼= SU(2)+×
SU(2)−, where α, i are indices in the 4 and the 6 of the internal symmetry SL(2,H), which
is the euclidean version of the SU(4) R-symmetry in Minkowski space. The components
of spinor and scalar fields λα and φi can be twisted, i.e., decomposed on irreducible
representations of the following subgroup25
SU(2)+ × diag
(
SU(2)− × SU(2)R
)× U(1) ⊂ SU(2)+ × SU(2)− × SL(2,H) (A.323)
We redefine SU(2) ∼= diag(SU(2)− × SU(2)R). The N = 4 multiplet is decomposed as
follows
(Aµ,Ψµ, η, χ
I ,Φ, Φ¯) (L, hI , Ψ¯µ, η¯, χ¯I) (A.324)
In this equation, the vector index µ is a “twisted world index”, which stands for the
(1
2
, 1
2
) representation of SU(2)+×SU(2). The index I is for the adjoint representation of
the diagonal SU(2). In fact, any given field XI can be identified as a twisted antiselfdual
2-form Xµν− , by using the flat hyperKa¨hler structure J
I
µν .
The twisted “matter” multiplet (L, hI , Ψ¯µ, η¯, χ¯I) involves therefore four scalars, which
are now assembled as a scalar L and an antiselfdual 2-form hI . For the sake of clarity,
we will shortly display a table with the representations of the twisted fields under the
various symmetries, as well as their commutation properties.
The ten-dimensional super-Yang–Mills theory determines by dimensional reduction
the untwistedN = 4 super-Yang–Mills theory. Analogously, the twisted eight-dimensional
N = 2 theory determines the twisted formulation of the N = 4 super-Yang–Mills theory
in four dimensions [16]. An horizontality conditions is given in [A.1], which determines
the maximal supersymmetry subalgebra of the twisted N = 2, d = 8 theory, which can
be closed without the equations of motion. We will consider this horizontality condition
with minor modifications, which are convenient for perturbation theory. It defines the
BRST operator s associated to gauge invariance and the graded differential operator
Q, which generates the maximal off-shell closed supersymmetry subalgebra. The latter
25Usually, one means by twist a redefinition of the energy momentum tensor that we do not consider
here.
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depends on nine twisted supersymmetry parameters, which are one scalar ̟ and one
eight-dimensional vector ε. s and Q are thus obtained by expanding over all possible
gradings the following horizontality condition
(d+ s +Q−̟iε)
(
A+ Ω+ c
)
+
(
A+ Ω+ c
)2
= F +̟Ψ+ g(ε)η + iεχ+̟
2Φ + |ε|2Φ¯ (A.325)
and its associated Bianchi relation
(d+ s +Q−̟iε)
(
F +̟Ψ+ g(ε)η + iεχ+̟
2Φ + |ε|2Φ¯)
+ [A+ Ω+ c , F +̟Ψ+ g(ε)η + iεχ+̟
2Φ + |ε|2Φ¯] = 0 (A.326)
Ω is the Faddeev–Popov ghost, while c is the shadow field [A.4]. The action of Q on the
physical fields decomposes as a gauge transformation with parameter c and a supersym-
metry transformation δSusy , as follows
Q = δSusy − δgauge(c) (A.327)
By dimensional reduction of these formula one obtains the maximal subalgebra of the
N = 4 supersymmetry algebra which can be closed off-shell [A.2]. By dimensional re-
duction in four dimensions, the eight components of the vector ε decomposes into one
scalar ω, one antiselfdual 2-form written as an SU(2) triplet υI and one four-dimensional
vector εµ. The corresponding supersymmetry algebra is
δSusyA=̟Ψ+ ωΨ¯ + g(ε)η + g(JIε)χ
I + υIJ
I(Ψ¯)
δSusyΨ=−̟dAΦ− ω
(
dAL+ T
)
+ iεF + g(JIε)H
I + g(ε)[Φ, Φ¯]− υI
(
dAh
I + J I(T )
)
δSusyΦ=−ωη¯ + iεΨ− υI χ¯I
δSusyΦ¯=̟η
δSusyη=̟[Φ, Φ¯]− ω[Φ¯, L] + LεΦ¯− υI [Φ¯, hI ]
δSusyχI =̟HI + ω[Φ¯, hI ] + LJIεΦ¯− υI [Φ¯, L] + εIJKυJ [Φ¯, hK ]
δSusyHI =̟[Φ, χI ] + ω
(
[L, χI ]− [η, hI ]− [Φ¯, χ¯I ])−LJIεη − [Φ¯, iJIεΨ] +LεχI
+υJ [h
J , χI ] + υI
(
[η, L] + [Φ¯, η¯]
)− εIJKυJ([η, hK ] + [Φ¯, χ¯K ])
δSusyL=̟η¯ − ωη + iεΨ¯− υIχI
δSusy η¯=̟[Φ, L] + ω[Φ, Φ¯] + LεL+ iεT + υI
(
HI + [hI , L]
)
δSusyΨ¯=̟T − ωdAΦ¯− g(ε)[Φ¯, L] + g(JIε)[Φ¯, hI ] + υIJ I(dAΦ¯)
δSusyT =̟[Φ, Ψ¯] + ω
(−dAη − [Φ¯,Ψ] + [L, Ψ¯])− g(ε)([η, L] + [Φ¯, η¯])
+g(JIε)
(
[η, hI ] + [Φ¯, χ¯I ]
)
+ LεΨ¯ + υI
(
[hI , Ψ¯] + J I(dAη + [Φ¯, Ψ¯])
)
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δSusyhI =̟χ¯I + ωχI − iJIεΨ¯− υIη − εIJKυJχK (A.328)
δSusy χ¯I =̟[Φ, hI ] + ω
(
[L, hI ]−HI)+ LεhI − iJIεT + υI [Φ, Φ¯] + υJ [hJ , hI ] + εIJKυJHK
Notice the presence of auxiliary fields HI and Tµ, for a total of 7 = 3+ 4 degrees of free-
dom. They have been introduced to lift some degeneracy when solving the horizontality
condition, while ensuring that the supersymmetry algebra closes, according to
(δSusy)2 = δgauge(ω(ϕ) +̟iεA) +̟Lε (A.329)
with
ω(ϕ) ≡ ̟2Φ +̟ωL+̟υIhI + (ω2 + υIυI + |ε|2)Φ¯ (A.330)
As explained in [A.4], the field dependent gauge transformation that appears in the
commutator of two supersymmetries (A.329) justifies the introduction of the shadow
field c, with the following Q transformation
Qc = ω(ϕ) +̟iεA− c2 (A.331)
When all parameters, but ̟, vanish, ω(ϕ) can be identified as a topological ghost of
ghost.
The s transformations of physical fields are their gauge transformations with para-
meter Ω.
In order to solve the degeneracy in the horizontality condition s c+QΩ+ [c,Ω] = 0,
one introduces the field µ, with
s Ω = −Ω2
s c = µ
s µ = 0
QΩ = −µ− [c,Ω]
Qµ = −[ω(ϕ),Ω]−̟LεΩ− [c, µ]
(A.332)
As explained in [A.4], the use of c and Ω allows one to disentangle the gauge symmetry
and supersymmetry in the gauge-fixing process. In fact, antighosts and antishadows must
be introduced, in order to concretely perform a gauge-fixing, which we will choose to be
Q-invariant. The new fields come as a BRST quartet, and their transformation laws are
as follows :
s µ¯ = c¯
Qµ¯ = Ω¯
s c¯ = 0
Qc¯ = −b
s Ω¯ = b
QΩ¯ = ̟Lεµ¯
s b = 0
Qb = −̟Lεc¯
(A.333)
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On all the fields of the theory one has (d+ s +Q−̟iε)2 = 0, that is :
s 2 = 0 Q2 = ̟Lε
{ s , Q} = 0 (A.334)
Q depends on 9 parameters. We see that if we restrict to the subalgebra with five para-
meters, by taking ε = 0, we have Q2 = 0. This observation will be shortly used.
The grading of the fields is determined from the assignments of the Faddeev–Popov
ghost number and the shadow number [A.4]. The other quantum numbers are those for
the global symmetry SU(2)+ × SU(2) × U(1). Together with δSusy , the latter invariance
gives rise to a well-defined graded subalgebra of the whole N = 4 symmetry, which is big
enough to completely determine the N = 4 action [A.2]. As we will see shortly, the Ward
identities associated to the invariance under this subalgebra also determine the theory
at the quantum level, in such a way that one recovers eventually the whole symmetry of
the N = 4 super-Yang–Mills theory, including its Spin(4)×SL(2,H) R-symmetry, after
untwisting. All relevant quantum numbers are summarized in the following tables
A hI Ψ η χI Ψ¯ η¯ χ¯I Φ L Φ¯ HI T
canonical dimension 1 1 3
2
3
2
3
2
3
2
3
2
3
2
1 1 1 2 2
U(1) 0 0 1 −1−1 −1 1 1 2 0 −2 0 0
SU(2)+
1
2
0 1
2
0 0 1
2
0 0 0 0 0 0 1
2
SU(2) 1
2
1 1
2
0 1 1
2
0 1 0 0 0 1 1
2
commutation property − + + − − + − − + + + + −
Table I : Quantum numbers of physical fields (with ghost and shadow number zero)
Ω Ω¯ b µ¯ c¯ c µ ̟ ω ε υI χ χ
(s) χ(Q) χ(Qs)
canonical dimension 0 2 2 3
2
3
2
1
2
1
2
0 0 0 0 d 4− d 7
2
− d 7
2
− d
ghost number 1 −1 0 −1 0 0 1 0 0 0 0 g −1− g −g −1− g
shadow number 0 0 0 −1−1 1 1 1 1 1 1 s −s −1− s−1− s
U(1) 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 1 1 u −u −u −u
SU(2)+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2
0 j+ j+ j+ j+
SU(2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2
1 j j j j
commutation property − − + + − − + + + + + ± ∓ ∓ ±
Table II : Quantum numbers of ghosts, shadows and sources for s , Q, s Q transformations
where χ stands for any field of the theory.
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Classical action and gauge-fixing
The classical action S is defined as a gauge-invariant local functional in the physi-
cal fields, which has canonical dimension four, is invariant under the global symmetry
SU(2)+ × SU(2)× U(1) and under the Q symmetry with its nine supersymmetry gene-
rators. The corresponding lagrangian density is any given linear combination of
L04 ≡ Tr
(
1
2
F∧F +HIJ
I ⋆ F − ⋆HIHI + εIJK ⋆ HI [hJ , hK ] + ⋆HI [L, hI ] + T ⋆ T
+ T ⋆ dAL+ JI ⋆ TdAh
I + dAΦ ⋆ dAΦ¯ + χIJ
I ⋆ dAΨ+Ψ ⋆ dAη − χ¯IJ I ⋆ dAΨ¯− Ψ¯ ⋆ dAη¯
+ ⋆η[Φ, η] + Ψ[φ¯, ⋆Ψ] + ⋆χI [Φ, χ
I ] + ⋆η¯[Φ¯, η¯] + Ψ¯[Φ, ⋆Ψ¯] + ⋆χ¯I [Φ¯, χ¯
I ]
− ⋆η[L, η¯]−Ψ[L, ⋆Ψ¯]− ⋆χI [L, χ¯I ]− ⋆η[hI , χ¯I ] + ⋆η¯[hI , χI ]
+ JI ⋆Ψ[h
I , Ψ¯]− ⋆εIJKχI [hJ , χ¯K ]− ⋆[Φ, Φ¯]2 − ⋆[Φ, hI ][Φ¯, hI ]− ⋆[Φ, L][Φ¯, L]
)
(A.335)
and the of topological term
Ch04 ≡
1
2
Tr F∧F (A.336)
Here, we are only interested in the sector of zero instanton number
∫
Ch04 = 0, in such a
way that
S =
1
g2
∫
L04 (A.337)
The only physical parameter of the theory is thus the coupling constant g. Modulo the
elimination of the auxiliary fields H and T , and the addition of a topological term, L04
can be identified as the untwisted N = 4 supersymmetric lagrangian.
One can check that the action S is in fact invariant under the sixteen generators
of supersymmetry. Remarkably, we found that it is already completely determined by
the δSusy invariance, when the supersymmetry generators are reduced to the six ones
associated to ̟, ω and ε [A.2].
As shown in [A.4], the introduction of the trivial BRST quartet (µ¯, c¯, Ω¯, b) allows a
renormalisable supersymmetric (i.e. Q invariant) gauge-fixing s Ψ for S, where Ψ is a
Q-exact gauge fermion that depends on the shadow fields and on the supersymmetry
parameters
Ψ = Q
∫
Tr µ¯(d ⋆ A− αb) (A.338)
Here, we will restrict to the shadow-Landau gauge α = 0. More Ward identities exist in
this gauge, which is stable under renormalization. They greatly simplify the renormali-
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zation problems. When α = 0, the supersymmetric gauge-fixing action is
s Ψ =
∫
Tr
(
bd ⋆ A− Ω¯d ⋆ dAΩ + c¯d ⋆ dAc+ µ¯d ⋆ dAµ
− c¯d ⋆ (̟Ψ+ ωΨ¯ + g(ε)η + g(JIε)χI + υIJ I(Ψ¯))
+ µ¯d ⋆
(
[dAΩ, c] + [Ω, ̟Ψ+ ωΨ¯ + g(ε)η + g(JIε)χ
I + υIJ
I(Ψ¯)]
))
(A.339)
Let ϕ(s), ϕ(Q) and ϕ(Qs) be respectively the sources of the s , Q and s Q transforma-
tions of the fields. The gauge-fixed complete action Σ, including the insertions of these
operators, is
Σ = S + s Ψ +
∑
a
∫
(−1)a
(
ϕ(s)a s ϕ
a + ϕ(Q)aQϕ
a + ϕ(Qs)a s Qϕ
a
)
+
∫
Tr
(
Ω(s)Ω2 − Ω(Q)QΩ− Ω(Qs) s QΩ + µ(Q)Qµ− c(Q)Qc
)
(A.340)
Owing to the source dependence, the s and Q invariance can be expressed as functional
identities, namely the Slavnov–Taylor identities, defined in [A.4]
S(s)(Σ) = 0 S(Q)(Σ) = 0 (A.341)
Choosing the class of “linear gauges” (A.338), one has equations of motion for the quar-
tet (µ¯, c¯, Ω¯, b) that imply functional identities G•(Σ) = 0, which can be used as Ward
identities. Moreover, the shadow-Landau gauge allows for further functional identities,
associated to the equations of motion of Ω, c and µ, G•(Σ) = 0, which constitute a BRST
quartet with the global gauge transformations. We refer to [A.4] for the detailed expres-
sions of these antighost and ghost Ward identities. All Ward identities verify consistency
conditions and their solutions determine a Lie algebra of linear functional operators. The
linearized Slavnov–Taylor operators associated to s and Q satisfy the algebra
S(s)|Σ2 = 0 S(Q)|Σ2 = ̟Pε{S(s)|Σ,S(Q)|Σ} = 0 (A.342)
Pε is the differential operator which acts as the Lie derivative along ε on all fields and
external sources. It must be noted that the Green functions depend on the supersym-
metry parameters generated by the Q-exact gauge-fixing term, but not the physical
observables [A.4].
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A.5.3 Renormalization of the action
The problem of the renormalization of supersymmetric theories is strongly simplified
in the case where the supersymmetry algebra closes without the use of the equations of
motion, provided one uses shadow fields [A.4]. To treat the renormalization of the N = 4
model, for which no set of auxiliary fields exists, we will adapt the results of [A.4], using
the maximal off-shell closed Q symmetry of the N = 4 model, with nine generators.
This reduces the question of the anomalies and of the stability of the theory to algebraic
problems, which involve only the physical fields and the differential δSusy .
Anomalies
The possible anomalies associated to the Ward identities
S(s)(Γ) = 0 S(Q)(Γ) = 0 G•(Γ) = 0 G•(Γ) = 0 (A.343)
are related to the cohomologyH∗ = ⊕s∈NHs of the differential complex of gauge-invariant
functionals in the physical fields and the supersymmetry parameters (̟, ω, υI and ε
µ)
with differential δSusy . The shadow number s defines the grading of this complex. The non-
trivial anomalies are either elements of H1 or a doublet made out of the Adler–Bardeen
anomaly and of a supersymmetric counterpart, which exists if and only if the cocycle∫
Tr
(
F∧δ
SusyA∧δ
SusyA+ ω(ϕ)F∧F
)
(A.344)
is δSusy-exact [A.4]. If this cocycle were δSusy-exact in the N = 4 theory, its restriction
to the value (̟ = 1, ω = υ = ε = 0) of the supersymmetry parameters would also
be δSusy1 -exact. This restricted operator δ
Susy
1 can be identified with the equivariant form
of the topological BRST operator defined in the generalized Donaldson–Witten theory
associated to twisted N = 4 super-Yang–Mills theory [A.2] and the cocycle (A.344) can
be identified with the Donaldson–Witten invariant∫
Tr
(
ΦF∧F +Ψ∧Ψ∧F
)
(A.345)
The latter expression is a non-trivial cohomology class. Thus the consistency equations
for both s and Q symmetries forbid the possibility of an Adler–Bardeen anomaly in
N = 4 super-Yang–Mills theory. In fact, one obtains an analogous result for the cases
N = 2, 3.
This very simple demonstration gives an algebraic proof of the absence of Adler–
Bardeen anomaly in Yang–Mills theories with extended supersymmetry.
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As for the absence of purely supersymmetric anomaly, one can straightforwardly com-
pute that H1 is empty. Indeed, the invariance under only six supersymmetry generators
is sufficient to determine the classical action [A.2]. Then, one finds that the possible ele-
ments of H1 associated to transformations linear in ̟, ω, and ε must be trivial. After
their elimination, power counting forbids the possibility of functionals, which are linear
in the parameter υI and satisfy all the invariances required by the consistency conditions.
As a corollary, one finds that, when one renormalizes the theory and adjusts the 1PI
generating functional at a given order of perturbation theory by adding non-invariant
counter-terms, it is sufficient to consider the Slavnov–Taylor identity with the six gene-
rators. Once this is done, it is automatic that one has also restored the Slavnov–Taylor
identity with nine generators.
Therefore, in the absence of a solution to the consistency conditions of the functional
operators associated to the Ward identities, it is by definition possible to renormalize
the N = 4 super-Yang–Mills theory, while maintaining all the Ward identities of the
shadow-Landau gauge. The process is straightforward, and independent of the choice of
the regularization.
Stability
In order to ensure that the renormalized action does not depend on more parameters
than the classical lagrangian that we are starting from, one must prove its stability
property. Basically, this amounts to prove that the most general local solution of the
Ward identities, which can be imposed in perturbation theory, has the same form as the
local gauge-fixed effective action that one starts from to define perturbation theory.
In [A.4], within the framework of our class of renormalisable gauges, we reduced the
question of the stability of the action to that of finding the most general supersymmetry
algebra acting on the set of physical fields of the theory. Using power counting, we checked
by inspection that, for the N = 4 theory, the solution of this problem is unique, modulo
a rescaling of each physical field and modulo a redefinition of the auxiliary fields HI and
T
HRI = z10HI + z11J
µν
I Fµν + z12εIJK [h
I , hK ] + z13[L, hI ]
TRµ = z20Tµ + z21DµL+ z22JI µ
νDνh
I (A.346)
Here the z’s are arbitrary coefficients. Such a non linear renormalizations can in fact be
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avoided. For this, one defines HI and T in such way that
δLS
δHI
= −2 ⋆ HI δ
LS
δT
= 2 ⋆ T (A.347)
The auxiliary fields then decouple and are not renormalized. This property can be checked
by using Ward identities associated to the equations of motion of these auxiliary fields,
which are consistent with the whole set of Ward identities of the theory. To define such
Ward identities, one adds to the action sources that are tensors of rank two in the adjoint
representation of the gauge group, for the local operator c⊗Ω (where the tensor product
is for the adjoint representation of the gauge group) and for its s , Q and s Q variations.
It follows that the source independent part, SR + s R ΨR, of the most general lo-
cal solution of Ward identities is determined by its invariance under both renormalized
symmetries s R and QR. The graded differential operators s R and QR have the same ex-
pression as s and Q, with a mere substitution of the bare fields and the coupling constant
into renormalized ones. Modulo these substitutions, SR, defined as the most general local
functional of ghost and shadow number zero, power counting four, and invariant under
all the global symmetries, which is invariant under δSusy
R
and belongs to the cohomology
of S(s)|Σ, is the same as S in Eq. (A.337). In our class of gauge, the gauge-fixing term
keeps the same form, due to the ghost and antighost Ward identities. One can thus write,
for the most general possible local solution of Ward identities for the N = 4 theory
ΣR =
1
gR2
∫
L0R4 + s RQR
∫
Tr µ¯d ⋆ A
+
∑
a
∫
(−1)a
(
ϕ(s)a s
Rϕa + ϕ(Q)aQ
Rϕa + ϕ(Qs)a s
RQRϕa
)
+
∫
Tr
(
−Ω(s) s RΩ− Ω(Q)QRΩ− Ω(Qs) s RQRΩ + µ(Q)QRµ− c(Q)QRc
)
(A.348)
Callan–Symanzik equation
We define m as the subtraction point. The renormalized generating functional Γ of
1PI vertices of fields and insertion of s , Q and s Q transformations of all fields verifies
by construction the Callan–Symanzik equation
C Γ = 0 (A.349)
With our choice of gauge, the supersymmetry parameters do not get renormalized, be-
cause of the Ward identities. Thus, in the shadow-Landau gauge, the unique parameter
of the theory that can be possibly renormalized is the coupling constant g.
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Because of the quantum action principle, m ∂Γ
∂m
is equal to the insertion of a local
operator in the 1PI generating functional satisfying all the linearized functional identities
associated to the Ward identities. Using furthermore the stability property of the effective
action, one obtains that the anomalous dimensions of the fields can be adjusted, order
by order in perturbation theory, in such a way that the Callan–Symanzik operator takes
the following form
CF ≡ m ∂F
∂m
+ β
∂F
∂g
+ S(s)|FS(Q)|F
∫ (∑
a
γa ϕaϕ(Qs)a + γ
(A)Tr µ¯
δLF
δb
)
= m
∂F
∂m
+ β
∂F
∂g
−
∑
a
γa
∫ (
ϕa
δLF
δϕa
− ϕ(s)a
δLF
δϕ(s)a
− ϕ(Q)a
δLF
δϕ(Q)a
− ϕ(Qs)a
δLF
δϕ(Qs)a
)
+ γ(A)
∫
Tr
(
µ¯
δLF
δµ¯
+ c¯
δLF
δc¯
+ Ω¯
δLF
δΩ¯
+ b
δLF
δb
)
(A.350)
Any given local operator OA generally mixes under renormalization with all other ope-
rators with equal or lower canonical dimensions, except if a symmetry forbids this phe-
nomenon.
To generate insertions of any observable OA in the 1PI generating functional Γ, one
couples them to external sources uA and redefine
Σ→ Σ[u] = Σ +
∑
A
∫ 〈
uA,OA
〉
(A.351)
Renormalization can only mix a finite number of local operators, because of power coun-
ting. To control renormalization, one must generically introduce new sources vX for other
operators and extend Σ[u] into Σ[u, v] in such a way that one can define the s and Q
transformations of sources uA and vX so that Σ[u, v] satisfies all the Ward identities of
the theory. By doing so, the Slavnov–Taylor, ghost and antighost operators get modified
by source dependent terms. Then, for any given observable with a given canonical dimen-
sion, the theory generated by Σ[u, v] can be renormalized in such a way that it satisfies
the same Ward identities as the theory generated by Σ, provided one has introduced the
large enough but finite set of sources vX and that the introduction of these new sources
does not generate anomalies.
The quantum action principle implies that the Callan–Symanzik equation for the 1PI
generating functional Γ[u, v] can be written as follows
C Γ[u, v] = [L[u, v] · Γ[u, v]] (A.352)
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The right hand side stands for the insertion of a local functional L[u, v] of canonical
dimension four in Γ[u, v]. Because of the commutation property between the Callan–
Symanzik operator and the functional operators associated to the Ward identities of
the theory, this insertion must satisfy all the modified linearized functional identities
associated to the Ward identities including the source dependence
S(s)|Γ
[
L · Γ] = 0 S(Q)|Γ[L · Γ] = 0
LG•
[
L · Γ] = 0 LG• [L · Γ] = 0 (A.353)
Therefore, the local functional L must be invariant under all the global symmetries of
the theory and verify
S(s)|ΣL = S(Q)|ΣL = LG• L = LG• L = 0 (A.354)
where the linearized operators are assumed to contain the source dependent modifications
associated to Σ[u, v]. The most general form of L thus corresponds to the most general
u, v dependent invariant counterterm, solution of Ward identities [45].
A.5.4 Physical observables
Physical observables are defined as the correlation functions of gauge-invariant func-
tionals OinvA of physical fields, 〈OinvA OinvB OinvC · · · 〉 (A.355)
They belong to the cohomology of s . Thus, they do not depend on the gauge parame-
ters, including the supersymmetry parameters [A.4]. One can study them in the shadow-
Landau gauge without loss of generality. We mentioned in section A.5.3 that the super-
symmetry parameters are not renormalized in this gauge. Thus, for any set of functions
of the supersymmetry parameter fA(̟,ω, υI , ε), one has〈 (∑
A
fAOinvA
)
OinvB OinvC · · ·
〉
=
∑
A
fA
〈OinvA OinvB OinvC · · · 〉 (A.356)
The Slavnov–Taylor identities imply that the insertion of any given gauge-invariant func-
tional in the physical fields OinvA are renormalized such that[
δSusyOinvA · Γ
]
= S(Q)|Γ
[OinvA · Γ] (A.357)
This equation and the factorization property (A.356) imply that physical observables fall
into supersymmetry multiplets, when they are sandwiched between physical states.
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Eq. (A.356) is a useful property, since it is often convenient to introduce field functio-
nals under the form O =∑A fAOinvA . One can study the observables 〈OinvA · · · 〉 through
correlations functions involving the functional O, as long as each OinvA is unambiguously
defined by O at the classical level.
In the shadow-Landau gauge, it is therefore meaningful to define the physical obser-
vables as the field functionals in the cohomology of s , including the ones with a depen-
dence on the supersymmetry parameters. Observables are allowed to have an arbitrary
positive shadow number.
A.5.5 Protected and 1/2 BPS operators
Some of the local operators of the N = 4 super-Yang–Mills theory are protected from
renormalization. A strong definition of this property is
C [O · Γ] = 0 (A.358)
expressing the vanishing of the corresponding anomalous dimension, γO = 0. However,
the form of this equation must be slightly relaxed, since we are interested in physical
operators, and their finiteness is only meaningful for their values between physical states.
We thus define a protected physical operator by the request that it satisfies the previous
condition, up to an unphysical s -exact term, namely
C [Oinv · Γ] = S(s)|Γ[Υ(O) · Γ] (A.359)
Here Υ(O) is a local functional of ghost number−1. Its expression can be gauge-dependent.
Well-known protected local operators of the N = 4 super Yang–Mills theory are
those belonging to BPS multiplets. In superconformal theory it is natural to classify the
physical observables in irreducible superconformal multiplets. In each superconformal
multiplet, there is a superconformal primary operator that is annihilated by the so-
called special supersymmetry generators at the point xµ = 0. Moreover, the action of
supersymmetry generators on a superconformal primary operator generates all operators
of its superconformal multiplet. When at least one of the supercharges commutes with
the superconformal primary operator of a superconformal multiplet, the latter is called
BPS. Such irreducible multiplets are short. They play an important role in the AdS/CFT
correspondence. Superconformal invariance implies that the dimension of any operators
belonging to such multiplets do not receive radiative corrections.
The 1/2 BPS primary operators are the primary operators that are annihilated by
half of the supersymmetry generators. They are the gauge-invariant polynomials in the
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scalar fields of the theory in a traceless symmetric representation of the SO(5, 1) R-
symmetry group. In this section we will prove that all the 1/2 BPS primary operators, and
thus all their descendants, are protected operators, without assuming that the theory is
conformal, using only Ward identities associated to gauge and supersymmetry invariance.
In the gauge ε = 0 the operator Q is nilpotent. The Lie algebra valued function
of the scalar fields ω(ϕ) that characterizes the field dependent gauge transformations
that appear in the commutators of the supersymmetries depends in this case on five
parameters,
ω(ϕ) = ̟2Φ +̟ωL+̟υIh
I + (ω2 + υIυ
I)Φ¯ (A.360)
If we had considered all the supersymmetry generators, ω(ϕ) would take the form
ω(ϕ)16 =
(
ǫτ iǫ
)
φi (A.361)
where τ i are the six-dimensional gamma matrices for the SL(2,H) spinor representa-
tions. We have not indicated the SL(2,H) index for the spinor ǫ. The quantity ω(ϕ) is a
particular case of ω(ϕ)16, when ǫ satisfies, among other conditions, that (ǫγ
µǫ) = 0. Thus,
the expansion of any invariant polynomial in ω(ϕ) in powers of the supersymmetry para-
meters gives operators that belong to symmetric representations of SO(5, 1). Moreover,
because of the original ten-dimensional Fiertz identity
(
εΓmε
)
Γmε = 0 (A.362)
for any given commuting Majorana–Weyl spinor ε, any given N = 4 Majorana spinor
that satisfies (ǫγµǫ) = 0, is such that
(
ǫτ iǫ
)(
ǫτiǫ
)
= 0 (A.363)
Therefore, all operators obtained from the expansion of ω(ϕ) belong to traceless symme-
tric representations of SO(5, 1).
In fact, the invariant polynomials P(ω(ϕ)) give by expansion in the supersymmetry
parameters the whole traceless symmetric representations of SO(5, 1). To obtain this re-
sult, it is sufficient to show that this expansion provides an equal number of operators
than there are components in the representations. It is convenient to use a four dimen-
sional notation, with ג = (0, I), υג ≡ (ω, υI) and hג ≡ (L, hI). Call X(n+, n−) the sum
of the monomials, of degree n+ in ̟ and n− in υ
ג, which may stand in the expansion of
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P(ω(ϕ)). For n+ > n−, X(n+, n−) takes the following form26
X(n+, n−) ∝ sTr Φ
n+−n−
2
(
(υגhג)
n− +
n−
2∑
p=1
Cpn+ n−(υ
גhג)
n−−2p(υגυ
גΦΦ¯)p
)
(A.364)
where sTr is the symmetrized trace and Cpn+ n− =
n−!(
n+−n−
2
)!
p!(n−−2p)!(p+
n+−n−
2
)!
. By defining Snd =
(d+n−1)!
(d−1)!n!
as the dimension of the symmetric representation of rank n in SO(d), X(n+, n−)
gives S
n−
4 operators. For n+ < n−, X(n+, n−) takes the form
X(n+, n−) ∝ sTr (υגυגΦ¯)
n−−n+
2
(
(υגhג)
n+ +
n+
2∑
p=1
Cpn− n+(υ
גhג)
n+−2p(υגυ
גΦΦ¯)p
)
(A.365)
and gives S
n+
4 operators. By expanding an invariant polynomial of degree n as a power
series in the supersymmetry parameters, one thus obtains
n∑
n−=0
S
n−
4 +
n−1∑
n+=0
S
n+
4 = S
n
4 + 2
n−1∑
p=0
Sp4 (A.366)
independent operators in the traceless symmetric representation of SO(5, 1). The trace-
less symmetric representation of SO(5, 1) of rank n is of dimension Sn6 − Sn−26 . One can
then compute by recurrence that
Snd−2 + 2
n−1∑
p=0
Spd−2 = S
n
d − Sn−2d (A.367)
One has
S2d−2 + 2(S
0
d−2 + S
1
d−2) = S
2
d − S0d =
(d− 1)(d+ 2)
2
(A.368)
and
Snd−2 + 2
n−1∑
p=0
Spd−2 −
(
Sn−1d−2 + 2
n−2∑
p=0
Spd−2
)
=Snd−2 + S
n−1
d−2
Snd − Sn−2d −
(
Sn−1d − Sn−3d
)
=
(d+ n− 4)!
(d− 1)!n! (2n+ d− 3) (A.369)
Thus, we finally have the result that any gauge invariant polynomial in the scalar fields
that belongs to a traceless symmetric representations of SO(5, 1) can be represented by
an invariant polynomial P in ω(ϕ).
26For simplicity we have written X(n+, n−) in the simplest case where P
(
ω(ϕ)
)
= Tr ω(ϕ)
n++n−
2 .
The demonstration extends trivially to any invariant polynomials.
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Since Q2 = 0 with the restricted symmetry with the five parameters ω,̟, vI , we can
use the horizontality condition (A.5.2) and the Chern–Simons formula. It implies that,
for any given invariant symmetrical polynomial P , one has
P(ω(ϕ)) = Q∆(c, ω(ϕ)) (A.370)
with
∆
(
c, ω(ϕ)
)
=
∫ 1
0
dtP(c | tω(ϕ) + (t2 − t)c2 ) (A.371)
where P(X) ≡ P(X,X,X, · · · ) and
P(Y |X) ≡ P(Y,X,X, · · · ) + P(X, Y,X, · · · ) + P(X,X, Y, · · · ) + · · · (A.372)
Any given polynomial in the scalar fields belonging to a traceless symmetric represen-
tation of SO(5, 1) has a canonical dimension which is strictly lower than that of all other
operators in the same representation, made out of other fields. Thus, by power counting,
the polynomials in the scalar fields can only mix between themselves under renormaliza-
tion. That is, for any homogeneous polynomial PA of degree n in the traceless symmetric
representation, one has
C[PA(ω(ϕ)) · Γ] =∑
B
γA
B
[PB(ω(ϕ)) · Γ] (A.373)
Then, the Slavnov–Taylor identities imply
C[∆A(c, ω(ϕ)) · Γ] =∑
B
γA
B
[
∆B
(
c, ω(ϕ)
) · Γ]+ · · · (A.374)
where the dots stand for possible S(Q)|Γ-invariant corrections. However, in the shadow-
Landau gauge, ∆A(c, ω(ϕ)) cannot appear in the right hand side because such term would
break the ghost Ward identities. One thus gets the result that γA
B = 0
C[PA(ω(ϕ)) · Γ] = 0 (A.375)
Upon decomposition of this equation in function of the five independent supersymmetry
parameters, one then gets the finiteness proof for each invariant polynomial P(φ) ≡
P(φi, φj, φk, · · · ) in the traceless symmetric representation of the R-symmetry group,
namely
C[P(φ) · Γ] = 0 (A.376)
Having proved that all 1/2 BPS primary operators have zero anomalous dimension,
the Q-symmetry implies that all the operators generated from them, by applying N = 4
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super-Poincare´ generators, have also vanishing anomalous dimensions. It follows that all
the operators of the 1/2 BPS multiplets are protected operators.
It is worth considering as an example the simplest case of Tr ω(ϕ)2. One has
QTr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
= Tr ω(ϕ)2 s QTr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
= 0
s Tr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
= Tr
(
µ
(
ω(ϕ)− c2)− [Ω, ω(ϕ)]c) (A.377)
Following [108], one couples these operators to the theory by adding source terms to the
effective action Σ
uTr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
+ u(s)Tr
(
µ
(
ω(ϕ)− c2)− [Ω, ω(ϕ)]c)+ u(Q)Tr ω(ϕ)2 (A.378)
This action satisfies the Slavnov–Taylor identities associated to the s and Q symmetries,
provided that the sources u• transform as follows
s u(Q) = 0
s u(s) = u
s u = 0
Qu(Q) = u
Qu(s) = 0
Qu = 0
(A.379)
It is easy to check by inspection that the introduction of these new sources cannot
introduce any potential anomaly for the Slavnov–Taylor identities. In the shadow-Landau
gauge, the ghost Ward identities remain valid, with an additional dependence in the
sources u• 27∫ (δLΓ
δµ
−
[
µ¯,
δLΓ
δb
]
+ u(s)
δLΓ
δc(Q)
− (−1)a[ϕ(Qs)a, ϕa] + [Ω(Qs),Ω] + [µ(Q), c]
)
=0∫ (
δLΓ
δc
+
[
c¯,
δLΓ
δb
]
−
[
µ¯,
δLΓ
δΩ¯
]
+ (−1)a
[
ϕ(Qs)a,
δLΓ
δϕ(s)a
]
−
[
Ω(Qs),
δLΓ
δΩ(s)
]
+u
δLΓ
δc(Q)
+ u(s)
δLΓ
δµ(Q)
+ [ϕ(Q)a, ϕ
a] + [Ω(Q),Ω] + [c(Q), c] + [µ(Q), µ]
)
=0∫ (
δLΓ
δΩ
−
[
Ω¯,
δLΓ
δb
]
+
[
µ¯,
δLΓ
δc¯
]
−
[
c,
δLΓ
δµ
]
− (−1)a
[
ϕ(Qs)a,
δLΓ
δϕ(Q)a
]
(A.380)
+
[
Ω(Qs),
δLΓ
δΩ(Q)
]
+
[
µ(Q),
δLΓ
δc(Q)
]
+ [ϕ(s)a, ϕ
a] + [Ω(s),Ω]
)
=0
27 For invariant polynomials P of rank higher than 2, one has to introduce further sources in order
to restore the ghost Ward identities [69]. But we can always carry out this with a finite number of such
sources.
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The most general u• dependent counter term which satisfies both Slavnov–Taylor
identities is
u(Q)S(Q)|Σ∆(0,3)[ 3
2
]
+ u∆(0,3)
[ 3
2
]
+ u(s)S(s)|Σ∆(0,3)[ 3
2
]
(A.381)
where ∆(0,3)
[ 3
2
]
must be a local functional of ghost and shadow number (0, 3), canonical
dimension 3
2
, which verifies
S(s)|ΣS(Q)|Σ∆(0,3)[ 3
2
]
= 0 (A.382)
∆(0,3)
[ 3
2
]
is also a scalar under the action of the symmetry group SU(2)+ × SU(2)× U(1).
These constraints imply that ∆(0,3)
[ 3
2
]
is proportional to Tr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
. Thus the three
insertions that we have introduced can only be multiplicatively renormalized, having the
same anomalous dimension. Moreover, the ghost Ward identities forbid the introduction
of any invariant counter term including the shadow field c, if it is not trough a derivative
term dc or particular combinations of c and the other fields that do not appear in the
insertion Tr
(
ω(ϕ)c− 1
3
c3
)
. This gives the result that
C [Tr ω(ϕ)2 · Γ] = 0 (A.383)
Finally, owing to the factorization property we obtain that all the 20 operators that
constitute the traceless symmetric tensor representation of rank two in SO(5, 1) are
protected operators
Tr
(
Φ2
)
, Tr
(
ΦL
)
, Tr
(
ΦΦ¯ +
1
2
L2
)
, Tr
(
Φ¯L
)
, Tr
(
Φ¯2
)
,
Tr
(
ΦhI
)
, Tr
(
LhI
)
, Tr
(
Φ¯hI
)
, Tr
(
δIJΦΦ¯ +
1
2
hIhJ
)
(A.384)
This constitutes the simplest example of (A.376), for P(φ) ≡ Tr (φiφj − 16δijφkφk).
A.5.6 Cancellation of the β function
We now give an improved version of the proof given in [104], that the β function is
zero to all order in the perturbative N = 4 super-Yang–Mills theory.
The proof of the cancellation of the β function is a corollary of the three following
propositions
• The β function is zero at first order (A.385)
• C [∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(1) · Γ] (A.386)
• ∂Γ
∂g
+
2
g3
a(g)
[∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(2) · Γ] (A.387)
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where Ψ(ξ) are integrated insertions of ghost number -1 and shadow number 0. Moreover,
a(g) = 1 +
∑
N∗
an g
2n (A.388)
is a function of the coupling constant g that accounts for the possible radiative corrections
to the classical equation
∂Σ
∂g
+
2
g3
∫
L04 = 0 (A.389)
The key part of of the proof follows from the equation[
C, ∂
∂g
]
F = −∂β
∂g
∂F
∂g
− S(s)|FS(Q)|F
∫ (∑
a
∂γa
∂g
ϕaϕ(Qs)a +
∂γ(A)
∂g
Tr µ¯
δLF
δb
)
(A.390)
If one equates F to the 1PI generating functional Γ, one obtains, as a direct consequence
of (A.349), (A.386) and (A.387), that
∂
∂g
(
β
2
g3
a(g)
) [∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[Ψ(3) · Γ] (A.391)
Since
[∫ L04 ·Γ] 6= 0 belongs to the cohomology of S(s)|Γ, the right-hand side and left-hand
side of this equation must be zero. This implies
∂
∂g
(
β
2
g3
a(g)
)
= 0 (A.392)
This equation can be expanded in power of g, β =
∑
n∈N β(n) g
2n+1. It gives
β(n) = −
n−1∑
p=1
an−p β(p) ∝ β(1), n > 2 (A.393)
Using then the proposition (A.385), that is β(1) = 0, one obtains that the β function is
zero at all orders in perturbation theory.
Let us now demonstrate the basic ingredients (A.386,A.387) of the proof that the β
function vanishes to all orders.
The cancellation of the one-loop β function (A.385) is a well-established result in
perturbation theory.
The proposition (A.387) is a straightforward consequence of the property that the
N = 4 super-Yang–Mills action has only one physical parameter, namely the coupling
constant g. The Slavnov–Taylor operators commute with the derivation with respect to
g, and thus
S(s)|Γ
∂Γ
∂g
= S(Q)|Γ
∂Γ
∂g
= 0 (A.394)
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Starting from the classical equation (A.389), the quantum action principle implies that
differentiation of the 1PI generating functional with respect to the coupling constant g
amounts to the insertion of an integrated local functional of ghost and shadow number
zero, which satisfies all the global linear symmetries of the theory, and which is invariant
under the action of the two linearized Slavnov–Taylor operators S(s)|Σ and S(Q)|Σ (see [104]
for more details). The only such functional in the cohomology of S(s)|Σ is the classical
action
∫ L04, what establishes the result (A.387).
The only non-trivial point for proving the vanishing of the β function is thus the
demonstration of (A.386), which we now show, in the shadow-Landau gauge.
Cocycles and descent equations for the lagrangian density
To prove (A.386), we will use the fact that the lagrangian density is uniquely linked
to a protected operator by descent equations, involving the equivariant part of the Q
symmetry.
Because L04 and Ch04 (A.335,A.336) are supersymmetric invariant only modulo a boun-
dary term, the algebraic Poincare´ lemma predicts series of cocycles, which are linked to
L04 and Ch04 by descent equations, as follows :
δSusyL04 + dL13 = 0
δSusyL13 + dL22 = ̟iεL04
δSusyL22 + dL31 = ̟iεL13
δSusyL31 + dL40 = ̟iεL22
δSusyL40 = ̟iεL31
δSusyCh04 + dCh
1
3 = 0
δSusyCh13 + dCh
2
2 = ̟iεCh
0
4
δSusyCh22 + dCh
3
1 = ̟iεCh
1
3
δSusyCh31 + dCh
4
0 = ̟iεCh
2
2
δSusyCh40 = ̟iεCh
3
1
(A.395)
Using the grading properties of the shadow number and the form degree, we conveniently
define
L ≡ L04 + L13 + L22 + L31 + L40
Ch ≡ Ch04 + Ch13 + Ch22 + Ch31 + Ch40 (A.396)
The descent equations can then be written in a unified way
(d+ δSusy −̟iε)L = 0 (d+ δSusy −̟iε)Ch = 0 (A.397)
Note that on gauge-invariant polynomials in the physical fields, δSusy can be identified to
s +Q, in such way that the differential (d + δSusy −̟iε) is nilpotent on them. Since L04
and Ch04 are the unique solutions of the first equation in (A.395), one obtains that L and
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Ch are the only non-trivial solutions of the descent equations, that is, the only ones that
cannot be written as (d + δSusy − ̟iε) Ξ. In fact Ch04 and L04 are the unique non-trivial
solutions of Eq. (A.395), even when δSusy is restricted to six supersymmetry parameters
(υI = 0).
The expression of the cocycles Chs4−s can be simply obtained, by changing F into the
extended curvature (A.5.2) in the topological term 1
2
Tr FF , owing to the horizontality
equation that expresses s and Q. Therefore :
Ch =
1
2
Tr
(
F +̟Ψ+ ωΨ¯ + g(ε)η + g(JIε)χ
I +̟2Φ+̟ωL+ (ω2 + |ε|2)Φ¯
)2
(A.398)
As for determining the explicit form of Ls4−s for s > 1, we found no other way than
doing a brute force computation, starting from L04 in Eq. (A.335). In this way, one gets,
in a step by step computation
L13 = Tr
(
̟
(
Ψ∧F + JI(χ¯
IT − Ψ¯[Φ, hI ]))
+ ω
(
Ψ¯∧F + JI(−ηdAhI + χIT +Ψ[Φ¯, hI ]− Ψ¯[L, hI ])
)
+ JI ∧iεFχ
I + iε ⋆ χIH
I + εIJKg(ε)J
IχJHK
+ (iJIε ⋆ η − iε ⋆ χI)
(1
2
εIJK [h
J , hK ] + [L, hI ]
)
+ ⋆Ψ¯iεT − iε(Ψ¯ ⋆ dAL) + iε(JI ∧Ψ¯)∧dAhI
+ iε ⋆ η¯[Φ¯, L]− iJIε ⋆ η¯[Φ¯, hI ] + iε ⋆ η[Φ, Φ¯] + iε(Ψ ⋆ dAΦ¯)− g(ε)ΨdAΦ¯
)
(A.399)
L22 = Tr
(
̟2
(
ΦF +
1
2
ΨΨ
)
+̟ω
(
LF +ΨΨ¯ + JI(h
I [Φ, Φ¯]− ηχ¯I))
+ ω2
(
Φ¯F +
1
2
Ψ¯Ψ¯ + JI(L[Φ¯, h
I ]− ηχI))+̟(g(JIε)ΨχI + iεJI ∧Ψ¯χ¯I − g(ε)ΦdAΦ¯)
+ ω
(−g(JIε)Φ¯dAhI + JIiεΨ¯χI − 2η(g(ε)Ψ¯)− − g(ε)LdAΦ¯)
+
1
2
g(JIε)g(JJε)Φ¯[h
I , hJ ] + ⋆g(ε)g(JIε)L[Φ¯, h
I ] +
1
2
|ε|2Ψ¯Ψ¯− JIiεΨ¯iJIεΨ¯
)
(A.400)
L31 = Tr
(
̟3ΦΨ+̟2ω(LΨ+ ΦΨ¯) +̟ω2(LΨ¯ + Φ¯Ψ) + ω3Φ¯Ψ¯
+̟2g(JIε)Φχ
I +̟ωg(JIε)(Lχ
I − Φ¯χ¯I)
+ ω2g(ε)Φ¯η + ωΦ¯g(JIε)iJIεΨ¯
)
(A.401)
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L40 =
1
2
Tr
((
̟2Φ +̟ωL+ ω2Φ¯
)2
+ ω2|ε|2Φ¯2
)
(A.402)
Finiteness property for the classical action
∫ L04
The last cocycle L40 is a linear combination of protected operators associated to the
second Chern class Tr ω(ϕ)2. Therefore, its anomalous dimension is zero. We now show
that this implies that its ascendant L04 is also protected modulo a d variation, which is
the non-trivial condition (A.386) for proving the vanishing of the β function, which we
now rewrite
C [∫ L04 · Γ] = S(s)|Γ[
∫
Υ(−1,0)4 · Γ] (A.403)
It is worth going into the details of the proof of this identity.
To define one insertion of the lagrangian density L04 and its descendants Lp4−p in a
way that preserves the Slavnov–Taylor identities, one introduces sources for each term
Lp4−p and defines the effective action
Σ→ Σ[u] ≡ Σ +
∫ ∑
p
u−pp Lp4−p (A.404)
This effective action verifies the Slavnov–Taylor identities, provided that the sources u−pp
are s -invariant and
Qu−pp = −du1−pp−1 +̟iεu−1−pp+1 (A.405)
Using the extended form u ≡∑p u−pp , one has
(d+Q−̟iε)u = 0 (A.406)
Let us define as ∆p4−p the local counterterms that might occur for the renormalization
of the operators Lp4−p . The question is that of determining the most general invariant
counterterm for the effective action
∫ ∑
p u
−p
p ∆
p
4−p, which is linear in the u
−p
p . It ought to
be invariant under SU(2)+ × SU(2)× U(1) and to obey the Slavnov–Taylor identities :
S(s)|Σ
∫ ∑
p
u−pp ∆
p
4−p = 0 S(Q)|Σ
∫ ∑
p
u−pp ∆
p
4−p = 0 (A.407)
If we call ∆ ≡∑p∆p4−p, one must have
(d+ S(s)|Σ + S(Q)|Σ −̟iε)∆ = 0 (A.408)
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Since the cohomology of S(s)|Σ modulo d can be identified with the gauge-invariant poly-
nomials in the physical fields, ∆ must be the sum of a gauge-invariant polynomial in the
physical fields and of a S(s)|Σ-exact term S(s)|ΣΥ, where Υ is an arbitrary extended form
in the fields and the sources of ghost number −1. Because L and Ch generate the only
non-trivial elements of the cohomology of d + δSusy − ̟iε in the set of gauge-invariant
polynomials in the physical fields, ∆ must be of the form
∆ = z1L+ z2Ch+ (d+ δSusy −̟iε) Ξ + S(s)|ΣΥ (A.409)
Ξ is an arbitrary gauge-invariant extended form in the physical fields of total degree 3
and canonical dimension 7
2
.
We have seen in the previous section that L40 is a protected operator, and therefore,
C [L40 · Γ] = 0. Thus, all invariant counterterms that might be generated in perturbation
theory have to be such that
∆40 = 0 (A.410)
and therefore
z1L40 + z2Ch40 + δSusy Ξ30 −̟iε Ξ21 = 0 (A.411)
Each term in this expansion must separately vanish. Indeed, L40 and Ch40 are not δSusy-
exact and
Ch40 − L40 = iε g(ε)Φ¯
(
ω˚2Φ + ω˚ωL+
1
2
(ω2 + |ε|2)Φ¯) (A.412)
cannot be written as a contraction with respect to the vector ω˚ε of a 1-form that is
analytic in ω˚.
It follows that the most general functional (A.409) which has vanishing component
of shadow number four, must have a component of zero shadow number of the following
form
∆04 = dΞ
0
3 + S(s)|ΣΥ(−1,0)4 (A.413)
This is precisely the result (A.403) that we wanted to prove.
A.5.7 Conclusion
A great improvement due to the introduction of the shadow fields is that one has two
separated and consistent Slavnov–Taylor identities corresponding respectively to gauge
and supersymmetry invariance. This enables one to establish the cancellation of the
anomalous dimension of some operators, considering them as insertions in any Green
functions of physical observables, which are not restricted to be supersymmetric scalars.
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As for the physics, it is now defined to be the cohomology of S(s)|Γ rather than the
cohomology of S(Q)|Γ, and its supersymmetry covariance is easy to check.
Aspects of the superconformal invariance of the N = 4 theory can be checked at any
given finite order in perturbation theory, for any type of ultraviolet regularization. In
this paper we have proved the cancellation of the β function and the finiteness of the 1/2
BPS operators. The method can certainly be extended to other features of superconformal
invariance.
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A.6 Prescription de renormalisation
L. Baulieu et G. Bossard,
« Supersymmetric renormalization prescription in N = 4
super-Yang–Mills theory »
Phys. Lett. B 643, 294 (2006) hep-th/0609189.
L’absence de re´gulateur pre´servant a` la fois l’invariance de jauge et la supersyme´trie
constitue un obstacle au calcul des fonctions de corre´lation aux grands ordres de la
the´orie des perturbations. Nous de´finissons dans cette publication une prescription de
calcul cohe´rente et manifestement supersyme´trique pour les the´ories de Yang–Mills, qui
conside`re les insertions d’ope´rateurs locaux. Cette prescription est e´tablie en faisant in-
tervenir les identite´s de Slavnov–Taylor cohe´rentes pour l’invariance de jauge et la su-
persyme´trie [A.4].
Nous nous sommes restreints dans cet article au cas de la the´orie de Yang–Mills
maximalement supersyme´trique, celui-ci e´tant le plus proble´matique et la ge´ne´ralisation
de la proce´dure aux autres the´ories supersyme´triques e´tant e´vidente. Nous expliquons la
ne´cessite´ d’introduire un certain nombre de sources non physiques afin de passer outre
au proble`me de la non existence de repre´sentation de la supersyme´trie maximale qui ne
fasse pas intervenir les e´quations du mouvement. Nous e´tablissons que dans le cas ou` on
ne conside`re que des ope´rateurs composites BPS, ou de dimension canonique strictement
infe´rieure a` quatre, il est possible d’inte´grer les fantoˆmes de Faddeev–Popov ainsi que les
champs d’ombre µ et µ¯ sans introduire de correction. Nous justifions ainsi la prescription
propose´e par Sto¨ckinger et al. pour le calcul des fonctions de corre´lation de champs, a`
l’aide d’un re´gulateur pre´servant l’invariance de jauge. Cependant le calcul de fonctions
de corre´lation d’ope´rateurs composites ge´ne´raux ne´cessite la conside´ration du formalisme
complet, incluant les fantoˆmes et les champs d’ombre.
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Supersymmetric renormalization prescription in
N = 4 super-Yang–Mills theory
abstract
Using the shadow dependent decoupled Slavnov–Taylor identities asso-
ciated to gauge invariance and supersymmetry, we discuss the renor-
malization of N = 4 super-Yang–Mills theory and of its coupling to
gauge-invariant operators. We specify the method for the determina-
tion of non-supersymmetric counterterms that are needed to maintain
supersymmetry.
A.6.1 Introduction
non-linear aspects of supersymmetry and the non-existence of a supersymmetry-
preserving regulator make the renormalization of supersymmetric theories a subtle task.
Whichever is the choice of regularization, we expect non-supersymmetric counterterms
for maintaining supersymmetry at the renormalized level. A very effective regularization
of UV divergences of super-Yang–Mills theories, called dimensional reduction, was intro-
duced quite early by Siegel [109]. Whether this regularization holds true at all orders in
perturbation theory was questioned in [110]. With suitable improvements, its compati-
bility with the quantum action principle was shown in [111]. In fact, this regularization
cannot preserve supersymmetry beyond 3-loop order [112], which implies the introduction
of non-supersymmetric counterterms for 4-loop computations. As another complication,
the renormalisable Lorentz covariant gauge conditions (Landau–Feynman-type gauges)
break supersymmetry. This breaking of a global symmetry is analogous to that of the Lo-
rentz invariance by axial or Coulomb gauges for the ordinary Yang–Mills theories, but it
is more intricate, because supersymmetry is realized non-linearly. This question was ad-
dressed by Dixon [99, 100], who completed the ordinary BRST symmetry transformations
for gauge invariance by adding supersymmetry transformations, whose supersymmetry
parameter is a commuting constant spinor. The “enlarged BRST symmetry” determines
a Slavnov–Taylor identity. It was shown, in a series of papers by Sto¨ckinger et al., that
this process allows the determination, order by order in perturbation theory, of non-
invariant counterterms [113] that restore supersymmetry covariance of Green functions
in the N = 1 models [114]. The unusual feature that occurs is that Feynman rules depend
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on the parameter of supersymmetry, but it is advocated that observables do not depend
on it. This method has a conceptual backlash. To define the “enlarged BRST symmetry”,
Dixon changed the transformation law of the Faddeev–Popov ghost (to achieve nilpotency
of the “enlarged BRST transformations”). But then, the BRST equation of the Faddeev–
Popov ghost loses its geometrical meaning. Moreover, observables are not defined as they
should be, from the cohomology of the BRST differential, since, in this case, they would
be reduced to supersymmetry scalars. They must be introduced as gauge-invariant func-
tionals of physical fields, which are well-defined classically, but are sources of confusion at
the quantum level, because of their possible mixing with non-gauge-invariant operators.
In fact, the previous methods are sufficient to define certain rules for practical perturba-
tive computations, but the way they are obtained lacks the important feature of relying
on a well-funded algebraic construction ; this is independent of the regularization scheme,
and clearly distinguishes gauge invariance and supersymmetry.
In recent papers, we indicated the possibility of disentangling these two invariances,
for defining the quantum theory, with independent Slavnov–Taylor identities [A.4]. We
introduced new fields, which we called shadows, not to confuse them with the usual
Faddeev–Popov ghosts. The advantage of doing so is as follows. The obtained pair of dif-
ferential operators allows to define the two Slavnov–Taylor operators that characterize the
gauge-fixed BRST-invariant supersymmetric quantum field theory, while the Faddeev–
Popov ghost keeps the same geometrical interpretation as in the ordinary Yang–Mills
theory. Observables are defined by the cohomology of the BRST differential Slavnov–
Taylor operator and their supersymmetry covariance is controlled at the quantum level
by the other Slavnov–Taylor operator for supersymmetry. This will allow for an unam-
biguous perturbative renormalization of supersymmetric gauge theories.
The shadow fields are assembled into BRST doublets, and they do not affect the physi-
cal sector. The quantum field theory has an internal bigrading, the ordinary ghost number
and the new shadow number. The commuting supersymmetry parameter is understood
as an ordinary gauge parameter for the quantum field theory. Having both Slavnov–
Taylor identities for gauge invariance and supersymmetry is a safe starting point to de-
fine perturbative theory. The latter depends on more fields, which add up more Feynman
diagrams. If we consider physical composite operators that mix through renormalization
with BRST-exact operators, we have in principle to consider the whole set of fields in
order to compute the supersymmetry-restoring non-invariant counterterms. For certain
“simple” Green functions, which cannot mix with BRST-exact composite operators, there
exists gauges in which some of the additional fields can be integrated out, in a way that
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justifies the work of Sto¨ckinger et al. in the N = 1 theories. By doing this elimination, we
lose the geometrical meaning, but we may gain in computational simplicity.28 In N = 4
super-Yang–Mills in the conformal phase, the observables are classically correlation func-
tions of gauge-invariant observables. The aim of this paper is to explain their quantum
definition and the general methodology that is needed to non-ambiguously compute non-
invariant counterterms in order to maintain supersymmetry. In fact, our results apply to
all supersymmetric theories.
A.6.2 Supersymmetry Slavnov–Taylor identities
Action and symmetries
The physical fields of N = 4 super-Yang–Mills in 3+1 dimensions are the gauge field
Aµ the SU(4)-Majorana spinor λ, and the six scalar fields φ
i in the vector representation
of SO(6) ∼ SU(4). They are all in the adjoint representation of a compact gauge group
that we will suppose simple. The classical action is uniquely determined by Spin(3, 1)×
SU(4), supersymmetry and gauge invariance. It reads
S ≡
∫
d4xTr
(
−1
4
FµνF
µν − 1
2
Dµφ
iDµφi +
i
2
(
λ /Dλ
)− 1
2
(
λ[φ, λ]
)− 1
4
[φi, φj][φi, φj]
)
(A.414)
with φ ≡ φiτi and the supersymmetry transformations δSusy 29
δSusyAµ = i
(
ǫγµλ
)
δSusyφi = −(ǫτ iλ) δSusyλ = (/F + i /Dφ+ 1
2
[φ, φ]
)
ǫ (A.415)
Out of δSusy , we can build an operator Q that also acts on the Faddeev–Popov field Ω and
new shadow fields c, µ [A.4]. Q acts on all the physical fields as Q = δSusy − δgauge(c), and
we have
Qc = (ǫ[φ− i /A]ǫ)− c2 QΩ = −µ− [c,Ω] Qµ = −[(ǫφǫ),Ω] + i(ǫγµǫ)DµΩ− [c, µ]
(A.416)
The BRST operator s is nothing but a gauge transformation of parameter Ω on all
physical fields, and we have
s Ω = −Ω2 s c = µ s µ = 0 (A.417)
28We do not exclude the possibility of also reducing the set of fields in the general case, including
observables that mix with BRST-exact operators through renormalization, but further investigations
are needed in order to establish this statement.
29The parameter ǫ is a commuting spinor, so that δSusy
2 ≈ δgauge(ǫ[φ − i /A]ǫ) − i(ǫγµǫ)∂µ, where ≈
stands for the equality modulo equations of motion.
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To define a BRST-exact supersymmetric gauge-fixing, we introduce the trivial quartet
µ¯, c¯, Ω¯, b, with
s µ¯ = c¯
Qµ¯ = Ω¯
s c¯ = 0
Qc¯ = −b
s Ω¯ = b
QΩ¯ = −i(ǫγµǫ)∂µµ¯
s b = 0
Qb = i(ǫγµǫ)∂µc¯
(A.418)
On all fields, we have s 2 = 0, Q2 ≈ −i(ǫγµǫ)∂µ, { s , Q} = 0. We have the following class
of renormalisable supersymmetric s Q-exact gauge-fixing action30
− s Q
∫
d4xTr
(
µ¯∂µAµ +
α
2
µ¯b
)
(A.419)
By introducing sources associated to the non-linear s , Q and s Q transformations of
fields, we get the following ǫ-dependent action, which initiates a BRST-invariant super-
symmetric perturbation theory31
Σ ≡ 1
g2
S −
∫
d4xTr
(
b∂µAµ +
α
2
b2 − c¯∂µ(Dµc+ i(ǫγµλ))− iα
2
(ǫγµǫ)c¯∂µc¯
+ Ω¯∂µDµΩ− µ¯∂µ
(
Dµµ+ [DµΩ, c]− i(ǫγµ[Ω, λ])
))
+
∫
d4xTr
(
A(s)µ D
µΩ + λ
(s)
[Ω, λ]− φ(s)i [Ω, φi] + A(Q)µ QAµ − λ
(Q)
Qλ+ φ(Q)i Qφ
i
+ A(Qs)µ s QA
µ − λ(Qs) s Qλ+ φ(Qs)i s Qφi + Ω(s)Ω2 − Ω(Q)QΩ− Ω(Qs) s QΩ
− c(Q)Qc+ µ(Q)Qµ+ g
2
2
(λ
(Q) − [λ(Qs),Ω])M(λ(Q) − [λ(Qs),Ω])
)
(A.420)
Because of the s and Q invariance, the action is invariant under both Slavnov–Taylor
identities defined in [A.4], which are associated respectively to gauge and supersymmetry
30Note that power counting forbids a gluino dependence for the argument of the s Q-exact term, and
that Q is nilpotent on all the functionals that do not depend on the gluinos.
31 M is the 32 × 32 matrix M ≡ ǫǫ − 1
2
(ǫγµǫ)γµ − 12 (ǫτiǫ)τ i. It occurs because Q2 is a
pure derivative only modulo equations of motion. The dimension of Aµ, λ, φ
i, Ω, Ω¯, b, µ, µ¯, c and
c¯ are respectively 1, 3
2
, 1, 0, 2, 2, 1
2
, 3
2
, 1
2
and 3
2
. Their ghost and shadow numbers are respectively
(0, 0), (0, 0), (0, 0), (1, 0), (−1, 0), (0, 0), (1, 1), (−1,−1), (0, 1) and (0,−1).
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invariance, S(s)(Σ) = S(Q)(Σ) = 0. The supersymmetry Slavnov–Taylor operator is32
S(Q)(F ) ≡
∫
d4xTr
(
δRF
δAµ
δLF
δA(Q)µ
+
δRF
δλ
δLF
δλ
(Q)
+
δRF
δφi
δLF
δφ(Q)i
+
δRF
δc
δLF
δc(Q)
+
δRF
δµ
δLF
δµ(Q)
+
δRF
δΩ
δLF
δΩ(Q)
− A(s)µ
δLF
δA(Qs)µ
+ λ
(s) δLF
δλ
(Qs)
− φ(s)i
δLF
δφ(Qs)i
+ Ω(s)
δLF
δΩ(Qs)
− bδ
LF
δc¯
+ Ω¯
δLF
δµ¯
−i(ǫγµǫ)
(
−∂µA(Qs)ν
δLF
δA(s)ν
+∂µλ
(Qs) δLF
δλ
(s)
−∂µφ(Qs)i
δLF
δφ(s)i
+∂µΩ
(Qs)
δLF
δΩ(s)
−∂µc¯ δ
LF
δb
+∂µµ¯
δLF
δΩ¯
+ A(Q)ν ∂µA
ν + λ
(Q)
∂µλ+ φ
(Q)
i ∂µφ
i + Ω(Q)∂µΩ + c
(Q)∂µc+ µ
(Q)∂µµ
))
(A.421)
Physical observables
The physical observables in the N = 4 super-Yang–Mills in the conformal phase are
Green functions of local operators in the cohomology of the BRST linearized Slavnov–
Taylor operator S(s)|Σ. From this definition, the latter are independent of the gauge pa-
rameters of the action, including ǫ. Classically, they are represented by gauge-invariant
polynomials of the physical fields [A.4][115]. We introduce classical sources u for all these
operators. We must generalize the supersymmetry Slavnov–Taylor identity for the exten-
ded local action that depends on these sources. Since the supersymmetry algebra does
not close off-shell, other sources v, coupled to unphysical S(s)|Σ-exact operators, must also
be introduced. We define the following field and source combinations ϕ∗
A∗µ ≡ A(Q)µ − ∂µc¯− [A(Qs)µ − ∂µµ¯,Ω]
φ∗i ≡ φ(Q)i − [φ(Qs)i ,Ω]
c∗ ≡ c(Q) − [µ(Q),Ω]
λ∗ ≡ λ(Q) − [λ(Qs),Ω]
(A.422)
They verify S(s)|Σϕ∗ = −[Ω, ϕ∗]. The set of local operators coupled to the v’s is nothing
but the set of all possible gauge-invariant polynomials in the physical fields and all the
ϕ∗’s . These operators have ghost number zero, and their shadow number is negative, in
contrast with the physical gauge-invariant operators, which have shadow number zero.
32 The linearized Slavnov–Taylor operator S(Q)|Σ [A.4] verifies S(Q)|Σ2 = −i(ǫγµǫ)∂µ, which solves in
practice the fact that Q2 is a pure derivative only modulo equations of motion.
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The relevant action is thus Σ[u, v] ≡ Σ +Υ[u, v], with
Υ[u, v] ≡
∫
d4x
(
uij
1
2
Tr φiφj + uαi Tr φ
iλα + uijk
1
3
Tr φiφjφk
+ KuµijTr
(
iφ[iDµφ
j] +
1
8
λγµτ
ijλ
)
+ Kuµνi Tr
(
Fµνφ
i − 1
2
λγµντ
iλ
)
+ Ku5µ
1
2
Tr λγ5γ
µλ
+ CuijkTr
(1
3
φ[iφjφk] +
1
8
λτ ijkλ
)
+ CuµijTr
(
iφ[iDµφ
j] − 1
4
λγµτ
ijλ
)
+ Cuµνi Tr
(
Fµνφ
i +
1
4
λγµντ
iλ
)
+ uαijTr φ
iφjλα + iu
µα
i Tr Dµφ
iλα + u
µν αTr Fµνλα + · · ·
+ vαi Tr φ
iλ∗α + v
αβTr λαλ
∗
β + v
µ
i Tr φ
iA∗µ + vijTr φ
iφ∗ j + ivµαi Tr Dµφ
iλ∗α
+ 0vαi Tr λαφ
∗ i + ivµαβTr Dµλαλ
∗
β + iv
µ
ijTr Dµφ
iφ∗ j + i −1vµαi Tr Dµλαφ
∗ i + · · ·
)
(A.423)
Here, the · · · stand for all other analogous operators.
The Slavnov–Taylor operator S(Q) can be generalized into a new one, Sop(Q), by addition
of terms that are linear in the functional derivatives with respect to the sources u and v.
In this way, the action Σ[u, v] verifies Sop(Q)(Σ[u, v]) = 0, with
Sop(Q)(Σ[u, v]) = S(Q)(Σ)+Sop(Q)|ΣΥ+
∫
d4xTr
(
δRΥ
δAµ
δLΥ
δA∗µ
+
δRΥ
δλ
δLΥ
δλ
∗ +
δRΥ
δφi
δLΥ
δφ∗i
)
(A.424)
It is easy to see that if we were to compute S(Q)(Σ[u, v]) without taking into account
the transformations of the sources u and v, the breaking of the Slavnov–Taylor identity
would be a local functional linear in the set of gauge-invariant local polynomials in the
physical fields, A∗µ, c
∗, φ∗i and λ
∗. Therefore it is possible to define the transformation of
the sources u and v in such way that Σ[u, v] verifies the Slavnov–Taylor identity.
Simplest examples for the transformation laws of the u’s are for instance
Sop(Q)|Σuij =−i[γµτ{iǫ]α∂µuαj} + ∂µ∂µv{ij} + 2u{i|kvj}k + 2uα{ivj}α − i∂µ(u{i|kv
µ
j}
k + uα{iv
µ
j}α)
Sop(Q)|Σuαi = [ǫτ j]α
(
uij − i∂µ( Kuµij + Cuµij)
)− 2i[ǫγµ]α∂ν( Kuµνi + Cuµνi ) + i[γµ]βα∂µvβi
−uij 0vjα − uαj vij + uβi vαβ + uαβviβ + i∂µ(uij −1vjµα − uβi vµαβ ) (A.425)
These transformations are quite complicated in their most general expression. Howe-
ver, for many practical computations of non-supersymmetric local counterterms, we can
consider them at v = 0. We define Qu ≡ (Sop(Q)|Σu)|v=0. By using δSusyΥ[u] + Υ[Qu] = 0
we can in fact conveniently compute Qu. Notice that Q is not nilpotent on the sources,
but we have the result that Υ[Q2u] is a linear functional of the equation of motion of the
fermion λ.
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In [A.4,A.5], we showed the absence of anomaly and the stability of the N = 4
action Σ under renormalization. Thus, the complete theory involving shadows and ghosts
can be renormalized, in any given regularization scheme, so that supersymmetry and
gauge invariance are preserved at any given finite order. It is a straightforward and
precisely defined process to compute all observables, provided that a complete set of
sources has been introduced. This lengthy process cannot be avoided because, there
exists no regulator that preserves both gauge invariance and supersymmetry. We must
keep in mind that renormalization generally mixes physical observables with BRST-exact
operators, and a careful analysis must be done [116].
A.6.3 Enforcement of supersymmetry
We now turn to the problem of determining non-invariant counterterms, which are
necessary to ensure supersymmetry at the quantum level. We will use the notation of
[113] for the 1PI correlation functions, an example of which is
〈
Aaµ(p)λ
b
α(k)φ
(Q) c
i
〉≡ ∫ d4xd4y ei(px+ky) δL δL δL Γ
δφ(Q) c i(0)δλ
b α
(y)δAaµ(x)
(A.426)
All fields and sources are set equal to zero after the differentiation. Latin letters a, b, ...
label the index of the gauge Lie algebra. In this section we focus on the case of observables
that do not mix with non-gauge-invariant operators. The following subsection explains
how computations are simplified in this case.
Loop cancellations
We can first eliminate by Gaussian integration the Faddeev–Popov ghosts Ω, Ω¯ against
the shadows µ¯, µ for computing some observables, in our class of linear gauges.
The antighost Ward identities of [A.4] determine the following dependence of the 1PI
generating functional Γ in the fields µ¯, Ω¯, c¯ and b
Γ[· · · , µ¯, c¯, Ω¯, b, A(s)µ , A(Q)µ , A(Qs)µ ] = Γ[· · · , 0, 0, 0, 0, A(s)µ − ∂µΩ¯, A(Q)µ + ∂µc¯, A(Qs)µ + ∂µµ¯]
−
∫
d4xTr
(
b∂µAµ +
α
2
b2 − iα
2
(ǫγµǫ)c¯∂µc¯
)
(A.427)
where the · · · stand for the dependence on all other fields and sources. Consider the
generating functional of 1PI correlation functions of the subset of fields ϕsub made of
the physical fields, the shadow c, c¯ and the sources associated to the Q variations of
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these fields. The pair of Q-doublets Ω, µ and µ¯, Ω¯ only appear in the Feynman diagrams
through propagators and interactions defined by the following part of the action
∫
d4xTr
(
∂µΩ¯DµΩ− ∂µµ¯Dµµ
)
(A.428)
Feynman rules show that the fields Ω, Ω¯, µ and µ¯ exactly compensate in closed loops
of opposite contributions at least at the regularized level. The following Ward identities
imply that this property is maintained after renormalization
〈
µ¯a(p)µb
〉
+
〈
Ω¯a(p)Ωc
〉〈
Ω(Q)c (p)µ
b
〉
= 0〈
µ¯a(p)Abµ(k)µ
c
〉
+
〈
Ω¯a(p)Abµ(k)Ω
d
〉〈
Ω(Q)d (p+ k)µ
c
〉
= 0 (A.429)
Ω(Q) is the source of the operator µ + [Ω, c]. Thus, the term linear in µ of the inser-
tion of [Ω, c] in Γ must be zero. It follows that
〈
Ω(Q)c (p)µ
b
〉
= δbc, at any given finite
order of perturbation theory. The only superficially divergent 1PI Green functions de-
pending on Ω, Ω¯, µ and µ¯ that must be considered are
〈
µ¯a(p)µb
〉
= −〈Ω¯a(p)Ωb〉 and〈
µ¯a(p)Abµ(k)µ
c
〉
= −〈Ω¯a(p)Abµ(k)Ωc〉. We can thus integrate out these fields in all corre-
lation functions of the fields ϕsub.
After this elimination, the supersymmetry Slavnov–Taylor identity is sufficient to
constrain the 1PI Green functions of the fields ϕsub to the same values as they would
have in the complete procedure without the ab-initio elimination of Ω, Ω¯, µ and µ¯. In
fact, the most general local functional, which satisfies the supersymmetry Slavnov–Taylor
identity and only depends on the fields ϕsub and on the sources of their Q transformations,
is the restriction of the most general local functional that satisfies all the Ward identities
of the theory when all the other fields and sources are set equal to zero. This justifies
the heuristic argument, that the Ward identity of supersymmetry implies that of gauge
invariance because supersymmetry transformations close modulo gauge transformations.
Thus, to compute correlation functions of fields ϕsub, we can use the simplified action
Σsub ≡ 1
g2
S +Q
∫
d4xTr
(
c¯∂µAµ +
α
2
c¯b
)
+
∫
d4xTr
(
A(Q)µ QA
µ − λ(Q)Qλ+ φ(Q)i Qφi − c(Q)Qc+
g2
2
λ
(Q)
Mλ(Q)
)
(A.430)
The ambiguities of the quantum theory are fixed by the antighost Ward identities for c¯
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and b, and the following simplified supersymmetry Slavnov–Taylor identity
S(Q)(F ) ≡
∫
d4xTr
(
δRF
δAµ
δLF
δA(Q)µ
+
δRF
δλ
δLF
δλ
(Q)
+
δRF
δφi
δLF
δφ(Q)i
+
δRF
δc
δLF
δc(Q)
− i(ǫγµǫ)
(
A(Q)ν ∂µA
ν + λ
(Q)
∂µλ+ φ
(Q)
i ∂µφ
i + c(Q)∂µc
)
− bδ
LF
δc¯
+ i(ǫγµǫ)∂µc¯
δLF
δb
)
(A.431)
This identity is analogous to that in [99, 100, 114]. However, we now understand that c
is not the Faddeev–Popov ghost, and observables must be defined in the enlarged theory.
This simplified process with less fields can be applied also for computing 1PI cor-
relation functions with insertions of certain physical composite operators (we call them
“simple” operators), as long as these operators do not mix through renormalization with
BRST-exact operators (which would imply computing insertions of operators depen-
ding on other fields than the ϕsub). In practice, these “simple” operators are classically
defined as the gauge-invariant polynomials in the physical fields that are in representa-
tions of Spin(3, 1) × SU(4) in which there exist no BRST-exact operators of the same
canonical dimensions that depend on the antighost µ¯, Ω¯ and c¯ only through their deriva-
tives. Examples of “simple” operators are the physical observable of canonical dimension
[O] < 4 and the BPS primary operators.
Renormalization of the action
Computing the counterterms of the restricted theory is the standard recursive process.
We assume that the theory has been renormalized at a given order of perturbation theory,
say n, by using the best available regularization, namely dimensional reduction, and
renormalization conditions such that the supersymmetry Slavnov–Taylor identity and
the so-called antighost Ward identities are satisfied. Within this scheme, finite gauge-
invariant, but not supersymmetric, counterterms must occur after a certain order of
perturbation theory. At a given order n, the action is thus of the following form
Σ♭ =
1
g2
∫
d4xTr
(
−1
4
F ♭µνF
♭ µν −D♭µφ♭ iD♭ µφ♭i +
i
2
(
λ
♭
/D♭λ♭
)
− g1
2
(
λ
♭
[φ♭, λ♭]
)− g2
4
[φ♭ i, φ♭ j][φ♭i, φ
♭
j] + h1φ
♭ {iφ♭ j}φ♭{iφ
♭
j} + h2φ
♭ iφ♭iφ
♭ jφ♭j
)
+
∫
d4x
(
g3Tr φ
♭ {iφ♭ j}Tr φ♭{iφ
♭
j} + h3Tr φ
♭ iφ♭iTr φ
♭ jφ♭j
)
+
∫
d4xTr
(
−b♭∂µA♭µ −
α♭
2
b♭
2
+ c¯♭∂µ
(
D♭µc
♭ + iy1(ǫγµλ
♭)
)
+ y2
iα♭
2
(ǫγµǫ)c¯♭∂µc¯
♭
)
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+
∫
d4xTr
(
A(Q)♭µ
(
ix1(ǫγ
µλ♭) +D♭ µc♭
)− φ(Q) ♭i (x2(ǫτ iλ♭) + [c♭, φ♭ i])
+ λ
(Q) ♭(−[x3/F ♭ + ix4 /D♭φ♭ + x5
2
[φ♭, φ♭] + h4φ
♭ iφ♭i
]
ǫ+ [c♭, λ♭]
)
+ c(Q) ♭
(−x6(ǫφ♭ǫ) + ix7(ǫ /A♭ǫ) + c♭2)+ g2
2
λ
(Q) ♭
Nλ(Q) ♭
)
(A.432)
The finiteness property of N = 4 implies that the coupling constant is not renormalized.
In this expression, the index ♭ on top of a field ϕ indicates its multiplicative renorma-
lization by an infinite factor
√
Zϕ, which is a Taylor series of order n in the coupling
constant g2. The sources ϕ(Q) are renormalized by the inverse factor 1/
√
Zϕ as a result of
BRST Slavnov–Taylor identities for gauge invariance. The parameters gI , hI , xI , yI and
the 32× 32 symmetric matrix N (quadratic in ǫ)33 are finite power series in g2 of order
n, which have been fined-tuned to enforce supersymmetry. In the simplest case of the
SU(2) gauge group, the parameters hI are redundant and can be set to zero. This action
permits us to perturbatively compute the renormalized 1PI generating functional Γn of
the ϕsub at order n, such that the Slavnov–Taylor identity of supersymmetry is verified
at this order. To obtain the action (A.432) at the following order n+ 1, we then use the
minimal subtraction scheme with dimensional reduction, which defines the infinite factors
Zϕ at order n + 1. They yield as an intermediary result the “minimally” renormalized
1PI generating functional Γminn+1 =
∑n
p=0 Γ(p)+Γ
min
(n+1). The supersymmetry Slavnov–Taylor
identity is possibly broken at n+ 1 order, as follows34
S(Q)(Γminn+1) =
1
2
n∑
p=1
(
Γ(p),Γ(n+1−p)
)
+ S(Q)|ΣΓmin(n+1) +O(g2n+4) (A.433)
Any given term in the right-hand side of Eq. (A.433) may be non-local, but the sum of
these terms is a local functional of fields and sources, as is warranted by the quantum
action principle. There is no supersymmetry anomaly [100][A.4] and the consistency
relation S(Q)|ΓS(Q)(Γ) = 0 implies the existence of the local functional Σcorr(n+1) such that
S(Q)(Γminn+1 + Σcorr(n+1)) = O(g2n+4). Thus the component of order n + 1 of the parameters
33N can be parametrized by five parameters as follows
N ≡ a1(ǫγµǫ)γµ + a2(ǫτ iǫ)τi + 6a3(ǫγµντ ijkǫ)γµντijk + 2a4(ǫγ5γµτ ijǫ)γ5γµτij + a5(ǫγ5τ iǫ)γ5τi
34
(
F , G) is the antibracket
Z
d4xTr
„
δRF
δAµ
δLG
δA
(Q)
µ
+
δRF
δλ
δLG
δλ
(Q)
+
δRF
δφi
δLG
δφ
(Q)
i
+
δRF
δc
δLG
δc(Q)
−
δRF
δA
(Q)
µ
δLG
δAµ
+
δRF
δλ(Q)
δLG
δλ
−
δRF
δφ
(Q)
i
δLG
δφi
−
δRF
δc(Q)
δLG
δc
«
280 ANNEXE A. PUBLICATIONS
gI , hI , xI , yI and the matrix N can be modified in such a way that the resulting 1PI
generating functional Γn+1 satisfies the supersymmetry Slavnov–Taylor identity at order
n+ 1.
The fine-tuning at order n+ 1 will be achieved if a large enough number of relations
between 1PI Green functions are satisfied. They are obtained by suitable differentiations
of the supersymmetry Slavnov–Taylor identity. The number of ambiguities removed by
the Slavnov–Taylor identity is finite and corresponds to that of parameters of the action.
Thus the relations between the 1PI Green functions only have to be implemented on
their renormalization conditions. These relations must be expanded on Lorentz and gauge
group invariant tensors.
The antighost Ward identities fix the ambiguities on the Green functions that contain
the antishadow c¯ and the b field. The identities
〈
c¯a(p)λbα
〉
= −ipµ〈A(Q) aµ (p)λbα〉〈
c¯a(p)c¯b
〉
= α(ǫ/pǫ)δab − ipµ〈A(Q) aµ (p)c¯b〉+ ipµ〈A(Q) bµ (−p)c¯a〉 (A.434)
permit to compute the value of y1 in function of x1, and y2 at the n+ 1 order.
We first use the components of the Slavnov–Taylor identity that expresses the closure
of the supersymmetry algebra at the quantum level.35
〈
A(Q) aµ (p)λ
α c〉〈
λ(Q)α c (p)A
b
ν
〉
+
〈
A(Q) aµ (p)c
c
〉〈
c(Q)c (p)A
b
ν
〉
+ (ǫ/pǫ)δabηµν
+
〈
Abν(−p)Acσ
〉〈
A(Q)σc (−p)A(Q) aµ
〉
= 0 (A.435)
〈
c(Q) a(p)Acµ
〉〈
A(Q)µc (p)λ
b
α
〉
+
〈
c(Q) a(p)φci
〉〈
φ(Q) ic (p)λ
b
α
〉
+
〈
λbα(−p)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−p)c(Q) a
〉
= 0
〈
A(Q) aµ (p)λ
α c〉〈
λ(Q)α c (p)φ
b
i
〉
+
〈
A(Q) aµ (p)c
c
〉〈
c(Q)c (p)φ
b
i
〉
+
〈
φbi(−p)φcj
〉〈
φ(Q) jc (−p)A(Q) aµ
〉
= 0
〈
φ(Q) ck (p)λ
αd〉〈
λ(Q)αd(p)φ
a
i (k)φ
b
j
〉
+
〈
φ(Q) ck (p)φ
a
i (k)c
d
〉〈
c(Q)d (p+ k)φ
b
j
〉
+
〈
φ(Q) ck (p)φ
b
j(−p− k)cd
〉〈
c(Q)d (−k)φai
〉
+
〈
φai (k)φ
b
j(−p− k)Adµ
〉〈
A(Q)µd (−k)φ(Q) ck
〉
= 0
These identities imply that the quantities xI are functions of only two independent pa-
rameters. In turn, both parameters are determined from the following Slavnov–Taylor
identities, which express the supersymmetry covariance of physical Green functions
〈
Aaµ(p)A
c
ν
〉〈
A(Q) νc (p)λ
b
α
〉
+
〈
λbα(−p)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−p)Aaµ
〉
= 0
35Repeated indices are summed.
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〈
φai (p)φ
b
j(k)A
d
µ
〉〈
A(Q)µd (p+ k)λ
c
α
〉
+
〈
λcα(−p− k)λ
β d〉〈
λ(Q)β d(−p− k)φai (p)φbj
〉
+
〈
λcα(−p− k)φai (p)λ
β d〉〈
λ(Q)β d(−k)φbj
〉
+
〈
λcα(−p− k)φbj(k)λ
β d〉〈
λ(Q)β d(−p)φai
〉
= 0
(A.436)〈
φa1i1 (p1)φ
a2
i2
(p2)φ
a3
i3
(p3)φ
c
j
〉〈
φ(Q) jc (p1 + p2 + p3)λ
b
α
〉
+
∑
r∈Z3
〈
λbα(−p1 − p2 − p3)φa1+ri1+r (p1+r)φa2+ri2+r (p2+r)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−p3+r)φa3+ri3+r
〉
+
∑
r∈Z3
〈
λbα(−p1 − p2 − p3)φa3+ri3+r (p3+r)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−p1+r − p2+r)φa1+ri1+r (p1+r)φa2+ri2+r
〉
+
〈
λbα(−p1 − p2 − p3)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−p1 − p2 − p3)φa1i1 (p1)φa2i2 (p2)φa3i3
〉
= 0
It remains to determine the matrix N , which is related to the term quadratic in the
sources. This can be done using the identity〈
λbβ(−p)λ
γ c〉〈
λ(Q)γ c (−p)λ
(Q)αa〉
+
〈
λ
(Q)αa
(p)Acµ
〉〈
A(Q)µc (p)λ
b
β
〉
+
〈
λ
(Q)αa
(p)φci
〉〈
φ(Q) ic (p)λ
b
β
〉
+ (ǫ/pǫ)δabδαβ = 0 (A.437)
Renormalization of observables
We must also renormalize the part of the action that is linear in the sources u of the
observables. Supersymmetry predicts that all observables contained in a given supermul-
tiplet must have the same anomalous dimension, or, more generally, they must have the
same mixing matrix with the observables of another supermultiplet. As for the ordinary
Green functions, non-supersymmetric counterterms must be perturbatively computed for
enforcing the Ward identities. The method of the preceding section can be generalized.
We decompose each source into irreducible representations of Spin(3, 1) × SU(4) and
writes the most general gauge-invariant functional linear in the sources.
Υ♭[u, v] =
∫
d4x
(
ZK uii
1
2
Tr φ♭ jφ♭j + Z
C uij
1
2
Tr
(
φ♭ iφ♭ j − 1
6
δijφ♭ kφ♭k
)
+ ZK1 uiτ
iTr φ♭λ♭
+ZC1 u
α
i Tr
(
φ♭ iλ♭ − 1
6
τ iφ♭λ♭
)
+ZK2 u[ijk]Tr φ
♭ i[φ♭ j, φ♭ k]+ZKC2 u[ijk]Tr
(1
3
φ♭ iφ♭ jφ♭k +
1
8
λ
♭
τ ijkλ♭
)
+ ZCK2
CuijkTr φ
♭ i[φ♭ j, φ♭ k] + ZC2
CuijkTr
(1
3
φ♭ iφ♭ jφ♭ k +
1
8
λ
♭
τ ijkλ♭
)
+ · · ·
)
(A.438)
There is an ambiguity corresponding to each one of the renormalization factors Z•I , to
be fixed by the supersymmetry Slavnov–Taylor identity. At a given order, we first per-
turbatively compute the infinite part of the renormalization factors. Then the finite part
of the renormalization factors must be adjusted, as for ordinary Green functions.
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Consider as the simplest cases the Konishi operator OK ≡ 1
2
Tr φiφi and the
1
2
BPS
operator OijC ≡ 12Tr (φiφj − 1/6 δijφkφk). The renormalization factors of the first two
components of the associated supermultiplets are related because of the Ward identity
[ǫ/pτ j]α
〈
uij(p)φ
a
k(k)φ
b
l
〉
+
〈
uαi (p)φ
a
k(k)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (p+ k)φ
b
l
〉
+
〈
uαi (p)φ
b
l (−p− k)λ
β c〉〈
λ(Q)β c (−k)φak
〉
= 0 (A.439)
A less simple example, for which there could be non-supersymmetric couterterms with a
mixing-matrix, is for the cubic operator Tr φi[φj, φk] of the Konishi multiplet. The global
symmetries and power counting allow this operator to mix with Tr
(
1
3
φ[iφjφk] + 1
8
λτ ijkλ
)
of the 1
2
BPS multiplet associated to OijC . Both following identities
3[ǫτ klmτj]
α
〈
uklm(−p1 − p2 − p3)φa1i1 (p1)φa2i2 (p2)φa3i3
〉
+ 3[ǫτjτ
klm]α
〈
Cuklm(−p1 − p2 − p3)φa1i1 (p1)φa2i2 (p2)φa3i3
〉
+
∑
r∈Z3
〈
uαj (−p1 − p2 − p3)φa3+ri3+r (p3+r)λ
β b〉〈
λ(Q)β b (−p1+r − p2+r)φa1+ri1+r (p1+r)φa2+ri2+r
〉
= 0
(A.440)
3[ǫτ jklτi]
γ
〈
ujkl(p)λ
a
α(k)λ
b
β
〉
+ 3[ǫτiτ
jkl]γ
〈
Cujkl(p)λ
a
α(k)λ
b
β
〉
+
(〈
uγi (p)λ
a
α(k)φ
c
j
〉〈
φ(Q) jc (p+ k)λ
b
β
〉− 〈uγi (p)λbβ(−p− k)φcj〉〈φ(Q) jc (−k)λaα〉)
|[τjkl]αβ
= 0
permit us to determine perturbatively the renormalization factors of these operators in
function of those of OK and OijC .
In fact, the renormalization factors of all the other components of the supermultiplet
containing OK and OijC can be perturbatively computed as a function of those of the
operators OK and OijC .
Contact terms
After computing the renormalization of one insertion of “simple” physical operators
in all Green function of fields ϕsub, we may want to compute their multicorrelators. The
renormalization of these correlation functions possibly involves the addition of contact
terms. Such conterterms cannot be generated in the minimal scheme prescription. Ho-
wever, dimensional reduction breaks supersymmetry, and we expect that finite contact-
counterterms must be added to the action, for restoring supersymmetry. To compute
these possible counterterms, we write the more general Spin(3, 1)× SU(4)-invariant ac-
A.6. PRESCRIPTION DE RENORMALISATION 283
tion that depends only on the sources u, in a polynomial way
Ξ[u] =
1
2
∫
d4x
(
z1u
i
iu
j
j + z2u
ijuij − iz3ui/∂ui − iz4uiτ ij/∂uj + z5u[ijk]∂µ∂µu[ijk]
+ z6u
{ijk}∂µ∂µu{ijk} + z7uj
ji∂µ∂µu
k
ki + z8u
µ
ij∂
ν∂νu
ij
µ + · · ·
)
(A.441)
The values of renormalization factors zI can then be computed, by imposing the super-
symmetry Slavnov–Taylor identity, order by order in perturbation theory. As before, it is
sufficient to enforce some identities between relevant correlation functions. The simplest
identity
[/pτlǫ]α
〈
ukl(p)uij
〉
+ [ǫτ {i]β
〈
u
j}
β (p)u
k
α
〉
= 0 (A.442)
constrains z3 and z4 as functions of z1 and z2, and so on. In practice, we have to define
renormalization conditions for each one of the classes of superficially divergent correlation
functions that are not related by the supersymmetry Slavnov–Taylor identity. Within a
given class, the renormalization conditions of all correlation functions are related by su-
persymmetry Slavnov–Taylor identities. The non-invariant contact counterterms can then
be perturbatively computed by perturbatively enforcing these renormalization conditions.
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A.7 Yang–Mills supersyme´trique en dix dimensions
L. Baulieu, N. Berkovits, G. Bossard et A. Martin,
« Ten-dimensional super-Yang–Mills with nine off-shell
supersymmetries »
a` paraˆıtre dans Phys. Lett. B, 0705.2002 [hep-th].
N. Berkovits a e´tabli en [117], qu’il e´tait possible de construire une repre´sentation de
neuf des seize charges de supersyme´trie de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique en
dix dimensions, en introduisant sept champs scalaires auxiliaires Ga. Il introduisit pour
ce faire des spineurs va a` valeur dans la repre´sentation fondamentale d’un SO(7), qui
ve´rifient les e´quations non line´aires en fonction des parame`tres de supersyme´trie ǫ
v¯aΓˆµǫ = v¯a Γˆµvb − δab ǫ¯ Γˆµǫ = 0 (A.443)
On explique dans cette publication, que l’invariance de la the´orie par rapport a` un sous
super-groupe du super-groupe de super-Poincare´ se restreignant a` neuf charges de super-
syme´trie implique une restriction de l’invariance manifeste de la the´orie a` un sous groupe
de SO(1, 9) qui admet une repre´sentation de dimension sept dans la de´composition de
la repre´sentation de Majorana–Weyl. Il s’ave`re que le sous groupe maximal de SO(1, 9)
qui admet une telle repre´sentation est donne´ par SO(1, 1) × Spin(7), ou` l’inclusion de
Spin(7) dans SO(8) correspond a` l’inclusion intervenant dans le twist de la the´orie super-
syme´trique en dimension huit. Cette restriction de la covariance permet de de´finir des va-
riables tordues en dix dimensions, qui correspondent a` la de´composition des repre´sentations
pour la re´duction explicite de l’espace, en le produit d’un espace de Minkowski bidimen-
sionnel et d’un espace euclidien huit dimensionnel, suivie de la de´composition associe´e a`
la proce´dure de torsion en huit dimensions. Les scalaires Ga ainsi que les spineur va se
transforment dans la repre´sentation vectorielle de Spin(7). On de´montre alors que la solu-
tion ge´ne´rale aux contraintes sur les spineurs va impliquent la restriction des ge´ne´rateurs
de supersyme´trie a` une charge vectorielle (spineur de Spin(7)) et une charge scalaire.
Cette formulation de la the´orie de Yang–Mills supersyme´trique en dix dimensions s’ave`re
eˆtre « l’oxydation » de la formulation tordue de la the´orie en huit dimensions.
On montre que la formulation tordue de la the´orie peut eˆtre de´duite de la de´finition
d’une courbure e´tendue, correspondant a` une version « oxyde´e » de la courbure de´finie
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en dimension huit [A.1]. On construit une formulation dans le super-espace tordu de la
the´orie en fonction de neuf variables de Grassmann se de´composant en un scalaire et
un spineur de Spin(7). Les contraintes de´finissant le superchamp de jauge s’ave`rent eˆtre
donne´es par une version tordue de la contrainte usuelle
{∇α,∇β}+ 2γmαβDm = 0 (A.444)
ajoute´e a` la contrainte que le commutateur de la de´rive´e covariante dans la direction
gradue´e impaire vectorielle ∇a avec la de´rive´e covariante le long d’une direction de l’es-
pace huit dimensionnel Da, a une composante antisyme´trique autoduale nulle
[∇a, Db]− [∇b, Da] + 1
3
Ωab
cd[∇c, Dd] = 0 (A.445)
Cette dernie`re contrainte permet de re´duire au huitie`me les composantes inde´pendantes
de la solution ge´ne´rale de la premie`re, de manie`re a` ce que le multiplet transverse qu’elles
de´crivent puisse eˆtre de´tordu en fonction de repre´sentations de Spin(9, 1). On montre que
la solution ge´ne´rale de ces contraintes correspond a` la formulation tordue de la the´orie
de´finie dans cet article. On a e´te´ en mesure d’e´crire l’action de la the´orie en fonction
des superchamps, en utilisant le fait que celle-ci est sδ-exacte en composantes. Cette
de´finition de l’action pre´sente quelques similitudes avec le formalisme dans les super-
espaces harmoniques.
Notons qu’il a re´cemment e´te´ de´couvert que les contraintes de N. Berkovits sur les
spineurs va admettent une solution non line´aire en fonction d’un spineur complexe non
pur, qui permet de de´finir une repre´sentation fonctionnelle de la supersyme´trie maximale
covariante par rapport a` Spin(9, 1) [118]. Cette repre´sentation de la supersyme´trie est
cependant de nature inusuelle, puisque les transformations de supersyme´trie ne sont
pas line´aires dans le spineur pair parame`tre de supersyme´trie, mais sont seulement des
fonctions homoge`nes de ce dernier.
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Ten-dimensional super-Yang–Mills with nine
off-shell supersymmetries
abstract
After adding 7 auxiliary scalars to the d=10 super-Yang–Mills action, 9
of the 16 supersymmetries close off-shell. In this paper, these 9 supersym-
metry generators are related by dimensional reduction to scalar and vec-
tor topological symmetry in N=2 d=8 twisted super-Yang–Mills. Fur-
thermore, a gauge-invariant superspace action is constructed for d=10
super-Yang–Mills where the superfields depend on 9 anticommuting θ
variables.
A.7.1 Introduction
The off-shell field content of 10-dimensional super-Yang–Mills theory has an excess of
seven fermionic degrees of freedom as compared to the number of gauge invariant bosonic
degrees of freedom. To balance this mismatching, it was proposed in [117] to add to the
supersymmetry transformation laws a set of seven auxiliary scalar fields Ga, together with
a
∑
aG
2
a term in the action. In order for the algebra to close off-shell, the parameters
associated with the supersymmetry transformations must obey some identities. However,
there is no linear solution to these identities, and thus no conventional supersymmetric
formulation which permits the algebra to completely close.
It has been demonstrated in [117] that it is impossible to construct more than nine
consistent solutions of these identities. Thus, only nine supersymmetry generators can
generate an algebra that closes off-shell. These nine supersymmetry generators in ten-
dimensional super-Yang–Mills are related to the octonionic division algebra in the same
manner that the supersymmetry generators in three-, four-, and six-dimensional super-
Yang–Mills are related to the real, complex, and quaternionic division algebras. However,
the non-associativity of octonions makes the ten-dimensional supersymmetry algebra
more complicated than in the other dimensions.
On the other hand, the N = 2 twisted 8-dimensional super-Yang–Mills theory, which
is a particular dimensional reduction of the 10-dimensional theory, has been determined
in [A.1] by the invariance under a subalgebra of the maximal Yang–Mills supersymmetry.
This subalgebra is small enough to close independently of equations of motion with a
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finite set of auxiliary fields, and yet is large enough to determine the Yang–Mills super-
symmetric theory. It is also made of nine generators. The latter can be geometrically
understood and constructed as scalar and vector topological Yang–Mills symmetries.
This 8-dimensional topological symmetry can be built independently of the notion of
supersymmetry, but, surprisingly, the latter symmetry with 16 generators can be fully
recovered at the end of the construction.
The aim of this paper is to make a bridge between the results of [117] and [A.1]. We will
find that in 10-dimensional flat space with Lorentz group SO(1, 9) reduced to SO(1, 1)×
Spin(7), the supersymmetry algebra can be twisted such that the 10-dimensional super-
Yang–Mills theory is determined by a supersymmetry algebra with 9 generators, which
is related by dimensional reduction to the twisted N = 2 8-dimensional super-Yang–
Mills theory. Reciprocally, the extended curvature equation of the N = 2 8-dimensional
supersymmetric theory can be “oxidized” into an analogous 10-dimensional equation
that determines the supersymmetry algebra and 10-dimensional super-Yang–Mills action.
We argue that the largest symmetry group that can preserve an off-shell subalgebra of
supersymmetry is SO(1, 1)×Spin(7), and we obtain the most general SO(1, 1)×Spin(7)
covariant solution of the identities defined in [117]. The supersymmetry algebra that we
derive is exactly the one obtained by the twist operation.
We then define a superspace involving nine Grassmann θ variables such that the
off-shell supersymmetry subalgebra acts in a manifest way on the super-Yang–Mills
superfields. Using these off-shell superfields, a superspace action is constructed which
reproduces the ten-dimensional super-Yang–Mills action including the seven auxiliary
scalar fields Ga. Although this superspace action is manifestly invariant under only a
Spin(7) × SO(1, 1) subgroup of SO(9, 1), it is manifestly invariant under nine super-
symmetries as well as gauge transformations. This can be compared with the light-cone
superspace action for ten-dimensional super-Yang–Mills which is manifestly invariant un-
der eight supersymmetries and an SO(8) × SO(1, 1) (or U(4) × SO(1, 1)) subgroup of
SO(9, 1), but is not manifestly invariant under gauge transformations.
A.7.2 Ten dimensional super-Yang–Mills with auxiliary fields
The Poincare´ supersymmetric Yang–Mills theory in ten dimensional Minkowski space
contains a gauge field Aµ (µ = 1, · · · 10) and a sixteen-component Majorana–Weyl spinor
Ψ, with values in the Lie algebra of some gauge group. In order to balance the gauge-
invariant off-shell degrees of freedom, one can introduce a set of scalar fields Ga (a =
1, · · · 7) which count for the 7 missing bosonic degrees of freedom [117]. The Lagrangian
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is given by
L = Tr {−1
4
FµνF
µν +
i
2
(Ψ¯ΓˆµDµΨ) + 8GaGa} (A.446)
where Γˆµ are the ten-dimensional gamma matrices. As shown in [117], the action (A.446)
is invariant under the following supersymmetry transformations, which depend on the
ordinary Majorana–Weyl parameter ǫ and on seven other spinor parameters va
δAµ= iǫ¯ΓˆµΨ
δΨ= ΓˆµνFµνǫ+ 4Gava (A.447)
δGa=− i
4
v¯aΓˆ
µDµΨ (A.448)
The commuting spinor parameters va must be constrained as follows
v¯aΓˆµǫ = v¯a Γˆµvb − δabǫ¯Γˆµǫ = 0 (A.449)
The transformations (A.447) generate a closed algebra modulo gauge transformations
and equations of motion
{δ, δˆ} ≈ −2iǫ¯Γˆµǫˆ ∂µ − 2iδgauge(ǫ¯ΓˆµAµǫˆ) (A.450)
and close independently of equations of motion when
(ǫˆ, vˆa) (A.451)
is some linear combination of (Γˆµνǫ, Γˆµνva). To recover conventional supersymmetry trans-
formations, one must have a solution for v in (A.449) that is linear in ǫ. This in turn will
give a realisation of (A.450) which, thanks to (A.451), will effectively hold off-shell.
Using octonionic notations and light-cone coordinates, a solution was found for the v’s
and ǫ in [117] that preserves nine supersymmetries. This solution is only covariant under
SO(1, 1)×Spin(7) ⊂ SO(1, 9). In fact, in order to define the v’s as linear combinations of
ǫ, we must reduce the covariance to a subgroup H that admits a 7-dimensional represen-
tation. Moreover, since the maximal sub-algebra that can be closed off-shell contains 9
supersymmetry generators, the Majorana–Weyl spinor representation of Spin(1, 9) must
decompose into 7+ 9 of H. The biggest subgroup of SO(1, 9) that satisfies these criteria
is SO(1, 1)× Spin(7).
Light-cone variables
The choice of light-cone variables implies a reduction of the Lorentz group as
SO(1, 9)→ SO(8)× SO(1, 1) (A.452)
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where the spinor Ψ ∈ 16+ of SO(1, 9) decomposes into one chiral and one antichiral
spinor of Spin(8), Ψ → λ1 ⊕ λ2 ∈ 8−1+ ⊕ 81−, as well as ǫ → ǫ1 ⊕ ǫ2 and va → va1 ⊕ va2.
The connection Aµ ∈ 10 of SO(1, 9) decomposes according to Aµ → Ai ⊕ A+ ⊕ A− ∈
80
v
⊕12⊕1−2 of SO(8)×SO(1, 1), where the superscripts denote the eigenvalue associated
with the SO(1, 1) factor and A± = A0 ± A9.
We can consider a gamma matrix algebra of Cl(1, 9) in terms of gamma matrices of
Cl(0, 8)
Γˆ0=(iσ2)⊗ Γ9
Γˆi=σ2 ⊗ Γi (i = 1 . . . 8)
Γˆ9=σ1 ⊗ 1 (A.453)
and Γˆ11Ψ = σ3 ⊗ 1Ψ = Ψ. These matrices obey [Γˆµ, Γˆν ] = 2 ηµν , with the metric
ηµν = diag(−1,+1, . . . ,+1) and [Γi,Γj] = 2 δij. The decomposition SO(1, 9)→ SO(8)×
SO(1, 1) is performed by taking A± = A0 ± A9 and by projecting Ψ to Γˆ+Ψ → λ2 and
Γˆ−Ψ→ λ1, with Γ9λ1 = λ1 and Γ9λ2 = −λ2.
The transformations laws (A.447) read
δAi=−iǫ¯Γiλ
δA+=−2ǫ¯2λ2
δA−=2ǫ¯1λ1
δλ1=(FijΓij +
1
2
F+−)ǫ1 + iFi−Γiǫ2 + 4Gava1
δλ2=(FijΓij − 1
2
F+−)ǫ2 − iFi+Γiǫ1 + 4Gava2
δGa=
i
4
v¯aΓiDiλ+
1
4
v¯a1D+λ1 − 1
4
v¯a2D−λ2 (A.454)
together with the constraints
v¯aΓiǫ = v¯a1ǫ1 = v¯a2ǫ2 = 0 (A.455)
v¯a1vb1 = δabǫ¯1ǫ1 v¯aΓivb = δabǫ¯Γiǫ v¯a2vb2 = δabǫ¯2ǫ2
The Lagrangian is given by
L = Tr
(
− 1
4
(F ij)(Fij)− 1
4
(F i+)(Fi+)− 1
4
(F i−)(Fi−)− 1
8
(F+−)(F+−)
− i
2
λ¯ΓiDiλ− 1
2
λ¯1D+λ1 +
1
2
λ¯2D−λ2 + 8(Ga)
2
)
. (A.456)
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Twisted variables
In [117], the light-cone projections ǫ1 and ǫ2 of the spinor parameter are expressed
in terms of octonions and the imaginary components of ǫ1 are set to zero, that is ǫ1 is
taken real. Formally, the reality constraint on the supersymmetry parameter ǫ1 implies
the decomposition of the corresponding representation 8+ → 1 ⊕ 7 associated to the
inclusion Spin(7) ⊂ Spin(8)36
ǫ1 ∈ 8+→1⊕ 7
ǫ2 ∈ 8−→ 8 (A.457)
where 1,7 and 8 define the scalar, vectorial respectively spinorial representations of
Spin(7). The reality constraint is then equivalent to retaining just the singlet part of
ǫ1, isolating 9 supersymmetries.
For expressing the decomposition SO(8) → Spin(7), it is convenient to introduce
projectors onto the irreducible representations of Spin(7). In order to do so, we use the
spinor ζ scalar of Spin(7). We take it chiral and of norm 1 and define
(4!)ζ¯Γijklζ ≡ Ωijkl with ζ¯ζ = 1, (A.458)
where Ωijkl stands for the octonionic Spin(7) invariant 4-form. It can be used to construct
orthogonal projectors to decompose the adjoint representation 28 of Spin(8) into the
irreducible Spin(7) ones 21⊕ 7
P+ klij ≡
3
4
(δ klij +
1
6
Ω klij ) (A.459)
P− klij ≡
1
4
(δ klij −
1
2
Ω klij )
The supersymmetry parameter can then be expressed as
ǫ1= ω¯ζ + Γijν
ijζ
ǫ2= iΓiε
iζ (A.460)
where νij = P
− kl
ij νkl. This provides us with a decomposition of the supersymmetry
generators as an antiselfdual tensorial charge δij, a scalar charge δ0 and a vectorial charge
δi, of which we will retain just the scalar and vectorial ones.
36A discussion of various solutions of (A.449) can be found in [119] together with their invariance
groups. In particular, a solution is presented preserving nine supersymmetries, but with a reduction of
SO(1, 9)→ G2 × SO(1, 1).
A.7. YANG–MILLS SUPERSYME´TRIQUE EN DIX DIMENSIONS 291
Decoupling and resolution of the constraints
In terms of Spin(7) representations, the relations (A.455) together with the explicit
expression for the supersymmetry paramaters (A.460) read
v¯ij1 (ω¯ + ν
klΓkl)ζ = 0, v¯
ij
1 Γmiε
kΓkζ + v¯
ij
2 Γm(ω¯ + ν
klΓkl)ζ = 0, v¯
ij
2 iε
kΓkζ = 0(A.461)
v¯1ijv
kl
1 = 8P
− kl
ij (ω¯
2 + 2|ν|2), v¯ijΓmvkl = 16iP− klij (ω¯εm + 4εnνmn), v¯2ijvkl2 = −8P− klij |ε|2
In order to find the most general covariant solution for vij that is linear in the supersym-
metry parameters, we consider
vij1 = aω¯Γ
ijζ + eνijζ + fνklΓ
ijklζ
vij2 = bε
kΓkΓ
ijζ + cε[iΓj]−ζ (A.462)
from which we can show, remembering that all terms, but ζ¯ζ and ζ¯Γijklζ, vanish, that
(A.461) is verified for the solution νij = 0, a = −ib = 2 and c = 0, that is
ǫ1 = ω¯ζ v
ij
1 = 2ω¯Γ
ijζ
ǫ2 = iΓiε
iζ vij2 = 2iε
kΓkΓ
ijζ
As expected, this solution provides us with a set of nine components parameterized by ω¯
and εi, which form the maximal set of supersymmetry generators that can generate an
off-shell algebra.
The fields of the theory decompose according to
λ1 ∈ 8+→1⊕ 7
λ2 ∈ 8−, Ai ∈ 8v→ 8 (A.463)
and Ga is reexpressed in terms of G
−
ij ∈ 7 as G8a = Ga and Gab = CabcGc, where Cabc are
the structure constants of the imaginary octonions. One has explicitly
λ1= ηζ + Γijχ
ijζ
λ2= iΓiψ
iζ (A.464)
and
η= ζ¯λ1
χij =−1
2
ζ¯Γijλ1
ψi=−iζ¯Γiλ2 (A.465)
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where χij = P
− kl
ij χkl. The supersymmetry transformations are now generated by
δSusy = ω¯δ0 + ε
iδi (A.466)
We display here the resulting transformation laws in a form which is more convenient with
respect to the approach related to theories of cohomological type ( called BRSTQFTs in
the terminology of [16, 122]) of the next section. That is, we redefine Gij → Gij−P−klij Fkl
and redefine some of the fields by scale factors to get
δ0Ai=ψi
δ0A+=0
δ0A−= η
δ0ψi=−Fi+
δ0η=F+−
δ0χij =Gij
δ0Gij =D+χij (A.467)
δiAj =−δijη − χij
δiA+=−ψi
δiA−=0
δiψj =Fij +Gij + δijF+−
δiη=Fi−
δkχij =8P
− l
ijk Fl−
δkGij =Dkχij − 8P− lijk (Dlη −D−ψl) (A.468)
The algebra closes independently of the equations of motion as
δ20 = ∂+ + δ
gauge(A+)
δ{iδj}= δij(∂− + δ
gauge(A−))
{δ0, δi}= ∂i + δgauge(Ai) (A.469)
and the action becomes
S =
∫
M
d10xTr
(
1
2
Gij(Fij +
1
4
Gij)− χij(Diψj + 1
8
D+χij) + ηDiψ
i +
+(F i−)(Fi+)− ψiD−ψi + (F+−)2 − ηD+η
)
. (A.470)
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The formal dimensional reduction on the “Minkowski torus” consists trivially here to
neglect the non-zero modes of the operators ∂±. Doing so we recover the eight-dimensional
cohomological action and its twisted supersymmetry algebra, obtained in [A.1] by twisting
the eight-dimensional theory. In the next section, we discuss this link to eight-dimensional
cohomological theory in more details.
A.7.3 Link with eight-dimensional Yang–Mills BRSTQFT
In this section, we will directly obtain the light-cone twisted subalgebra of 10-dimensional
super-Yang–Mills of the last section. It will close off-shell by construction and will be
inspired by the analogous known subalgebra of maximal twisted37 supersymmetry in 8
dimensions.
The eight-dimensional algebra has been built [A.1] from the scalar and vector topolo-
gical symmetries with 9 = 1 + 8 generators that can be algebraically constructed. These
9 generators build a maximally closed and consistent sector of the twisted N = 2, d = 8
Yang–Mills supersymmetry. Invariance under this subalgebra completely determines the
Yang–Mills supersymmetric action. The full on-shell supersymmetry is recovered in this
way and one can then interpret the invariance of the action under the 7 additional su-
percharges as accidental.
The 8-dimensional BRSTQFT formula
The nine 8-dimensional supersymmetry generators can be encoded in a graded diffe-
rential operator Q which depends on nine twisted supersymmetry parameters consisting
of one scalar ω¯ and one eight-dimensional vector ε.
Using the notation of [A.1], Q satisfies the horizontality condition in eight dimensions
Fˆ8 ≡ (d+Q− ω¯iε)(A+ c) + (A+ c)2
= F + ω¯ψ + δ(ǫ)η + iεχ+ ω¯
2Φ + |ε|2Φ¯. (A.471)
In Eq. (A.471), all fields are forms taking values in the Lie algebra of the gauge group.
For example, A = Aidx
i is the Yang–Mills connection where i = 1 to 8, Φ and Φ¯
are scalars, and F = dA + AA is a two-form. Furthermore, Ψ = Ψidx
i is a 1-form,
χ = 1
2
χijdx
idxj is an antiselfdual 2-form with seven independent components, and η is a
scalar field where (Ψi, χij, η) are twisted Fermi spinors. Moreover, d is the usual exterior
37Here, the word twist means the mapping between forms and spinors that is allowed reducing the
SO(8) covariance down to Spin(7) [16, 122].
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differential d = ∂idx
i, iv is the contraction operator along the vector v, iεdx
i = εi, and
δ(ε) ≡ εiδijdxj.
Finally, the anticommuting scalar field c is a shadow field. It plays an important
role by closing the supersymmetry without field-dependent gauge transformations in the
right-hand-side of commutators, and, eventually, for quantizing the theory [A.4]. There
is no need at this stage to introduce a Faddeev–Popov ghost. Note that all fields and
operators have a grading that is the sum of shadow number and ordinary form degree.
The closure of Q is ensured by the Bianchi identity, which also determines the action
of the symmetry on the fields on the right-hand-side of Eq. (A.471). By expanding the
equation
(d+Q− ω¯iε)(F + ω¯ψ + δ(ǫ)η + iεχ+ ω¯2Φ + |ε|2Φ¯)
+[A+ c, F + ω¯ψ + δ(ǫ)η + iεχ+ ω¯
2Φ + |ε|2Φ¯] = 0, (A.472)
one finds that the action of the operator Q on the fields can be decomposed into a
gauge transformation with parameter c and a supersymmetry transformation δSusy with
9 twisted parameters ω¯ and ε as
Q = δSusy − δgauge(c) = ω¯δ0 + εiδi − δgauge(c). (A.473)
The off-shell closure of δSusy follows from the identity Q2 = ω¯Lε. Notice that no gauge
transformation is involved in this equation.
Light-cone 10-dimensional equation
We may understand Eq. (A.471) as a light-cone projection of an analogous equation
in 10 dimensions. In order to determine the subalgebra of the 10-dimensional theory, we
“oxidize” this equation by introducing light-cone modes (∂+,∂−) and redefining (Φ, Φ¯)→
(A+, A−) in such a way that
Spin(7)×R∗+ ∼= Spin(7)× SO(1, 1) ⊂ SO(8)× SO(1, 1) ⊂ SO(1, 9). (A.474)
In this way, we can interpret the scalar fields in the right-hand-side of Eq. (A.471) as
elements of a connexion in 10 dimensions. They can be carried to the left-hand-side of
the horizontality condition (A.471), which thus appears as the dimensional reduction of
the 10-dimensional condition
Fˆ10 ≡ (d+Q− ω¯iε − ω¯2i+ − |ε|2i−)(A+ c) + (A+ c)2
= F + ω¯(ψ + ηdx−) + (δ(ǫ)η + iεχ+ iεψ dx
+). (A.475)
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Eq. (A.475) has the Bianchi identity
(d+Q− ω¯iε − ω¯2i+ − |ε|2i−)(F + ω¯(ψ + ηdx−) + (δ(ǫ)η + iεχ+ iεψ dx+))
+[A+ c, F + ω¯(ψ + ηdx−) + (δ(ǫ)η + iεχ+ iεψ dx
+)] = 0,(A.476)
which insures that (d+Q− ω¯iε − ω¯2i+ − |ε|2i−)2 = 0.
By expansion according to the various gradings, we obtain 10-dimensional transfor-
mation laws for all fields, which exactly reproduce those described earlier and determined
by a mere twist of supersymmetry transformations. The self-dual 2 form auxiliary fields
Gij with seven degrees of freedom is now introduced here in the standard TQFT way, by
solving the degenerate equations δ0χij + δiΨj + · · · = 0. As a consequence of the Bianchi
identity, the algebra of generators δ0 and δi closes independently of any equations of
motion, as expressed in the preceding section. Let us stress again the relevance of the
shadow c for supressing field dependent gauge transformations in the commutators of
supersymmetries.
The 10-dimensional action (assuming no higher-derivative terms) is completely deter-
mined from the Q-invariance with the nine parameters ω¯ and εi. As in [A.1], one can show
that the most general Q-invariant expression, which is independent of εi and contains
no higher order derivative terms, can be written either as a δ0-exact or as a δi-exact
functional up to a topological term
S= δ0Z
(−1) − 1
8
∫
M
d10xTr
(
ΩijklFijFkl
)
= εiδiZ
(+1) +
1
8
∫
M
d10xTr
(
ΩijklFijFkl
)
(A.477)
where Z(−1) and Z(+1) are completely fixed respectively by the δi and δ0 symmetries, i.e.
δiZ
(−1) = δ0Z
(+1) = 0.
As will be shown in the following section, this matches the Lagrangian obtained
by twist in (A.470). We have thus obtained an off-shell formulation of ten-dimensional
super-Yang–Mills from the eight-dimensional Yang–Mills BRSTQFT.
A.7.4 Toward a twisted superspace formulation
The fact that we are able to obtain a subalgebra that closes without the use of the
equations of motion suggests that there should exist an off-shell superspace formula-
tion of ten dimensional super-Yang–Mills. Since there are nine off-shell supersymmetry
generators, it is natural to define a superspace with nine anticommuting variables. Let
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us define the reduced superspace with vector coordinates θi (spinor representations of
Spin(7)) and scalar coordinate θ. We define superspace derivatives
∇ˆ = ∂
∂θ
− θ∂+, ∇ˆi = ∂
∂θi
− θ∂i − θi∂−,
∂+, ∂−, ∂i, (A.478)
which obey
∇ˆ2 = −∂+, ∇ˆ{i∇ˆj} = −δij∂−, {∇ˆ, ∇ˆi} = −∂i, (A.479)
with all other commutators equal to zero. For each of the superspace derivatives, we
introduce a corresponding gauge connection superfield and define the covariant superde-
rivatives
∇ = ∇ˆ+ C, ∇i = ∇ˆi + Γi,
D+ = ∂+ +A+, D− = ∂− +A−, Di = ∂i +Ai. (A.480)
To reduce the number of degrees of freedom, one needs to constrain the supercurva-
ture associated to the connection superfields. The usual SO(9, 1)-covariant constraint for
N = 1 D = 10 super-Yang–Mills superfields is {∇α,∇β}+ 2γmαβDm = 0, which puts the
superfields on-shell. However, in the reduced superspace, the analogous constraints are
∇2 +D+ = 0, {∇i,∇j}+ 2δijD− = 0,
{∇,∇i}+Di = 0, (A.481)
It is remarkable that the resolution of these constaints no longer imply the equations
of motion, in contrast with the case of the full superspace constraints, that can only be
written on-shell.
As usual, the commutator of a fermionic covariant derivative and a bosonic covariant
derivative gives a fermionic gauge-covariant superfield. The Bianchi identities imply that
the symmetric part of [∇i,Dj] is proportional to δij. In order to obtain the right super-
multiplet we furthermore impose the constraint that the antisymmetric part of [∇i,Dj]
is antiselfdual
P+klij [∇k,Dl] = 0 (A.482)
We therefore define the gauge-covariant superfields Ψi, η and χij = P
−kl
ij χkl that corres-
pond to the commutators
[∇,Di] ≡ Ψi = −[∇i,D+], [∇,D−] ≡ η, [∇,D+] = 0,
[∇i,D−] = 0, [∇i,Dj] = −δijη− χij. (A.483)
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The constraints and their Bianchi identities imply that Ψ, η and χ satisfy
∇{iΨj} + δij∇η = 0, ∇kχij + 8P−ijkl∇lη = 0. (A.484)
Furthermore, the commutators of bosonic covariant derivative give the superderivative
of these fermionic superfields as
[Di,D−] ≡ Fi− = ∇iη,
[Di,D+] ≡ Fi+ = ∇Ψi,
[D−,D+] ≡ F−+ = ∇η,
[Di,Dj] ≡ Fij = ∇χij −∇[iΨj].
(A.485)
The superfields C and Γi have expansion of the form
C = c+ θici + · · · Γi = γi + θjγij + · · · (A.486)
The transformation laws are such that, c can be identified as the shadow of [A.4] and
γiκ
i as an analogous field introduced in [A.1], in the context of the topological vector
symmetry, for κ a constant vector field.
In order to concretely realize the abstract algebra defined by the above equations,
one must determine the action of δ0 and δi on all components of C and Γi, which satisfy
the relevant commutation relations. We have checked this non trivial property, both in
component formalism and directly in superfield formalism (see section 4.4), and prove
thereby that the above constraints that hold off-shell can be solved and that the solution
corresponds to the supermultiplet of ten dimensional super-Yang–Mills in its twisted
formulation.
A.7.5 Super-Yang–Mills action in superspace
To write a superspace action in terms of these constrained superfields, first note that
the component action of (A.470) can be written as a δ0-exact functional as long as we
neglect instantons
S = δ0Z
(−1) (A.487)
with Z(−1) completely fixed by the δi symmetry, i.e. δiZ
(−1) = 0 where
Z(−1) =
∫
M
d10xTr
(1
2
χij(Fij +
1
4
Gij) + F−iψ
i + ηF+−
)
(A.488)
Moreover, defining δ(ε) = εiδi, the action can be expressed as a δ0δ(ε)-exact term as
S = δ0δ(ε)
∫
M
d10x
1
|ε|2F (A.489)
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with
F = Tr
(
1
4
εiΩ
ijkl(AjFkl − 2
3
AjAkAl) + εi(−δijη − χij)ψj
)
. (A.490)
Note that F is completely constrained by the condition that its δ(ε) variation is inde-
pendent of ε.
This situation is reminiscent of the case of harmonic superspace [120, 121] where
harmonic coordinates allow the construction of manifestly supersymmetric actions using
a reduced superspace. In this case, one does not have harmonic variables but one can
nevertheless write the above action in reduced superspace as
S =
∫
M
d10x∇∇iKi ≡
∫
M
d10x
∫
dθdθiK
i (A.491)
where
Ki = Tr
(
1
4
Ωijkl(AjFkl − 2
3
AjAkAl)− (δijη + χij)Ψj
)
. (A.492)
Since the δ(ε) variation of 1
|ε|2
F is independent of ε, one learns that
∇iKj +∇jKi = δijf + ∂
∂xµ
hµij (A.493)
for some f and hµij. Using (A.493), it is straightforward to show that (A.491) is inde-
pendent of θ and θi and is therefore invariant under all nine supersymmetries.
Annexe B
Formulaire
B.1 L’alge`bre de Clifford sur l’espace euclidien de
dimension huit
On de´finit les ge´ne´rateurs de l’alge`bre de Clifford dans l’espace euclidien huit dimen-
sionnel comme suit
{γµ, γν}=2δµν
γ9≡ γ1γ2γ3γ4γ5γ6γ7γ8 (B.1)
ainsi que les e´le´ments
γµν···ρ ≡ 1
n!
γ[µγν · · · γρ] (B.2)
Un spineur pair ge´ne´ral ve´rifie l’identite´ de Fierz suivante
ζζ =
1
16
(ζζ) +
1
16
(ζγµζ)γµ − 1
8
(ζγµνζ)γµν − 3
8
(ζγµνσζ)γµνσ +
3
2
(ζγµνσρζ)γµνσρ
+
3
8
(ζγ9γ
µνσζ)γ9γµνσ − 1
8
(ζγ9γ
µνζ)γ9γµν − 1
16
(ζγ9γ
µζ)γ9γµ +
1
16
(ζγ9ζ)γ9 (B.3)
299
300 ANNEXE B. FORMULAIRE
On donne quelques formules utiles
γσγ
µν = δ[µσ γ
ν] + 3γσ
µν
γµγ
νσρ= δ[νµ γ
σρ] + 4γµ
νσρ
γκγ
µνρσ =2P+9
µνσρ
καβγγ
αβγ
γµνγ
σρ=2δ
[σ
[ν γµ]
ρ] − 1
2
δσρµν + 6γµν
σρ
γµνγ
σρκ=3δ
[σ
[ν γµ]
ρκ] − 1
2
δ[σρµν γ
κ] − 1
2
1
3!
εµν
σρκαβγγ9γαβγ
γµνγ
σρκλ=4δ
[σ
[ν γµ]
ρκλ] − 1
2
δ[σρµν γ
κλ] − 1
2
1
4!
εσρκλµναβγ9γ
αβ
γµνσργ
κλθτ =
1
12
P
+9
µνσρ
κλθτ
+
2
3
P
+9
µνσρ
αβγδ
δ
[κλθ
[αβγγδ]
τ ] + δ
[κλ
[µνγσρ]
θτ ]
(B.4)
avec P±9µνσρ
κλθτ ≡ 1
2
δκλθτµνσρ ± 12 14!εµνσρκλθτγ9
γκγ
µγκ=−6γµ
γκγ
µνγκ=4γµν
γκγ
µνσγκ=−2γµνσ
γκγ
µνσργκ=0
γ[µγ
σρκλγν]=2P
−9σρκλ
µναβγ
αβ
(B.5)
B.2 L’alge`bre de la 4-forme octonionique
La repre´sentation adjointe de SO(8) se de´compose en deux repre´sentations irre´ductibles
de Spin(7) qu’on peut de´finir a` l’aide des deux projecteurs suivants
P−µν
σρ≡ 1
4
(
δσρµν −
1
2
Ωµν
σρ
)
P+µν
σρ≡ 3
4
(
δσρµν +
1
6
Ωµν
σρ
)
(B.6)
En utilisant la formule [123]
ΩµνσρΩ
κλθρ = 6δκλθµνσ − 9Ω[µν [κλδθ]σ] (B.7)
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on montre que
P−σρ{µ
θ
P−ν}θ
κλ
=
1
8
δµνP
−
σρ
κλ
(
δ{θ|τµν +
1
2
Ωµν
{θ|τ
)
P−
σ}ρκ
τ =−δθ[σP−µνρ]κ(
δ[µ|θσρ +
1
2
Ωσρ
[µ|θ
)
P−κλ|ν]θ=
1
4
δ
[µ
[σΩρ]
ν]κλ +
1
4
Ωµν[σ
[κδ
λ]
ρ]
1
2
Ωµνθτ
(
P−σρ
θη
P− τ ηκλ
)
=P−σρ
[µ|η
P− ν]ηκλ
1
2
Ωµνθτ
(
P−σρ
θη
P+ τ ηκλ
)
=−3P−σρ[µ|ηP+ ν]ηκλ (B.8)
Certaines de ces e´quations peuvent eˆtre interpre´te´es en construisant des isomorphismes
de repre´sentation de Spin(7) a` partir de la repre´sentation octonionique de l’alge`bre de
Clifford en sept dimensions. En effet les matrices γa et γab e´tant alors re´elles et anti-
syme´triques, elles de´finissent respectivement un isomorphisme de la repre´sentation vec-
torielle dans la repre´sentation anti-autoduale et un isomorphisme de la repre´sentation ad-
jointe so(7) dans la repre´sentation autoduale. La premie`re et les deux dernie`res e´quations
de (B.8) de´rivent ainsi directement des identite´s γaγb = δab+2γab et [γab, γ
c] = δcbγa−δcaγb.
B.3 Annexes de la publication annexe´e A.1
B.3.1 δk invariance of the gauge function in Ω background
In this appendix, we show that the δk operator (A.116) constrains correctly the more
general gauge function exactly renormalizable in four dimensions. The gauge function
contains, a priori, terms involving the two vectors υ and υ¯. We will assume that the gauge
function does not depend of the derivatives of υ and υ¯. These vectors have respectively
ghost number 2 and −2. We can decompose the gauge function of total ghost number
−1 into a sum over the terms of field’s ghost number 2i− 1.
Ψ =
∑
i
Ψi (B.9)
In exactly the same way δk decomposes into δ−1 + δ0 + δ1 and the equation δkΨ = 0
decomposes into
δ1Ψi−1 + δ0Ψi + δ−1Ψi+1 = 0 ,∀i (B.10)
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Since we are interested in the equivariant part of the action, we have not considered the
fields c, c¯ and b. The possible gauge functions of given field’s ghost number are
Ψ−1=
∫
M
Tr
(
a−1iυχ ⋆ dAΦ¯ + b−1 ⋆ ηLυΦ¯
)
Ψ0 =
∫
M
Tr
(
a0χ ⋆ T + b0χ ⋆ F + c0Ψ ⋆ dAΦ¯ + d0 ⋆ η[Φ, Φ¯]
+a′0iυ¯χ ⋆ iυT + a¯
′
0iυχ ⋆ iυ¯T + b
′
0iυ¯χ ⋆ iυ
(
F + β ⋆ CF
)
+b¯′0iυχ ⋆ iυ¯
(
F + β¯ ⋆ CF
)
+ c′0 ⋆ iυ¯ΨLυΦ¯ + c¯
′
0 ⋆ iυΨLυ¯Φ¯
+d′0 ⋆ ηiυ¯iυT + e
′
0 ⋆ ηiυ¯iυ
(
F + γ ⋆ CF
)
+ f′0 ⋆ iυ¯iυχ[Φ, Φ¯]
)
Ψ1 =
∫
M
Tr
(
a1iυ¯T ⋆Ψ+ b1iυ¯
(
F + α ⋆ CF
)
⋆Ψ+ c1iυ¯χ ⋆ dAΦ
+d1 ⋆ ηLυ¯Φ + e1 ⋆ iυ¯Ψ[Φ, Φ¯]
+|υ¯|2
(
a′1iυT ⋆Ψ+ b
′
1iυ
(
F + α′ ⋆ CF
)
⋆Ψ
+c′1iυχ ⋆ dAΦ + d
′
1 ⋆ ηLυΦ + e
′
1 ⋆ iυΨ[Φ, Φ¯]
))
Ψ2 =
∫
M
Tr
(
a2|υ¯|2Ψ ⋆ dAΦ + b2 ⋆ iυ¯ΨLυ¯Φ + |υ¯|2 ⋆
(
c2iυ¯ΨLυΦ + c¯2iυΨLυ¯Φ
))
(B.11)
where the parameters could be arbitrary functions of (υ · υ¯). In this computation, we
use the fact that υ and υ¯ are two commuting Killing vectors, the fact that κ is cova-
riantly constant and, as a matter of fact, we must add to these requirements that these
three vectors are linearly independent, that the three 2-form g(υ)∧g(υ¯), g(κ)∧g(υ) and
g(κ)∧g(υ¯), are not selfdual, as well as the condition that (κ · υ) is not zero. The easiest
way to verify δkΨ = 0 is to begin by the term of higher degree in order to constrain the
parameters before to compute the more complex terms of lower degree. δ−1Ψ−1 = 0 does
not give any informations, but δ1Ψ2 = 0 constrains a2 to be zero. δ1Ψ1 + δ0Ψ2 = 0 then
establishes that Ψ2 is null, and that b1 and d1 are the only two non zero parameters of
Ψ1 and must be opposite. Next δ0Ψ−1 + δ−1Ψ0 = 0 gives a−1, c¯
′
0 and f
′
0 to be zero and
constrains b−1, c0 and d0 to be equal. The most relevant equation is δ1Ψ0 + δ1Ψ0 = 0
, which gives a′0 = a¯
′
0 = b
′
0 = b¯
′
0 = c
′
0 = d0 = 0 and constrains all the other parame-
ters. But, let us look at a residual term more closely. After all the coefficients have been
B.3. ANNEXES DE LA PUBLICATION ANNEXE´E A.1 303
constrained up to a global factor, which leaves us with the expression
δ1Ψ0 + δ0Ψ1 =
∫
M
b0
2
g(κ)∧C∧iυ¯Tr
(
F∧F
)
(B.12)
which seems to be non zero at first sight. Since the manifold on which the theory is
defined admits a covariantly constant vector field, it must decompose into R×N in the
simply connected case1 ; as a matter of fact it is only in this case that the term (B.12)
can be shown to vanish. The embeddings of R into M can be realized by the flow of κ,
which is defined by
d
dt
φκ,t(p) = κ|φκ,t(p) (B.13)
This defines a global function t on M , for which the flow equation can be written dt =
g(κ). Therefore g(κ) is d-exact and we can use this property to derive2
∫
M
g(κ)∧C∧iυ¯Tr
(
F∧F
)
=
∫
M
(
(κ · υ¯)C + tLυ¯C
)
∧
Tr
(
F∧F
)
(B.14)
In order for this term to be null, (κ· υ¯) must be constant for a gauge fiber bundle of trivial
second Chern class, and zero otherwise, and dg(υ¯) must be selfdual in order for Lυ¯ to
leave C invariant. That is why we have not assumed from the start that (κ · υ¯) vanishes.
These requirements are a bit strong , because they impose υ¯ to be zero in four dimensions.
Nevertheless the case studied by Nekrasov [49, 124] falls into this restricted class. As a
matter of fact, by construction, υ¯ does not contribute to topological amplitudes. To finish
the computation, note that the last constraint, confirms what has already been given by
the others. Therefore we obtain the well constrained gauge function up to a global scale
factor
Ψ =
∫
M
Tr
(
2
n
χ ⋆ T + χ ⋆ F +Ψ ⋆
(
dAΦ¯− iυ¯F
)
+ ⋆η
(
[Φ, Φ¯] + LυΦ¯−Lυ¯Φ + iυ¯iυF
))
(B.15)
and we have obtained the δk-exact gauge function (A.121).
1See page 155.
2Note that in order for the integration by parts to be valid, F vanish fast enough when t → ∞ in
such a way as to compensate.
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B.3.2 Ω background in euclidean space
In the case of a flat space, we can write explicitly the form of the Killing vectors as
generators of so(n) elements. We give here the explicit form of the supersymmetric action
in the eight dimensional case. We use the scalar Φ and Φ¯ used in the twisted version, as
well as the matrix Ωµν ≡ 12
(
dg(υ)
)
µν
and Ωµν ≡ 12
(
dg(υ¯)
)
µν
. With these definitions the
Ω background action can be expanded as follows :
S = S0 + Ω
µ
νS1µ
ν
+ ΩµνS1µ
ν
+ ΩµσΩ
ν
ρS2µν
σρ + ΩµσΩ
ν
ρS
(1,1)
2µν
σρ
+ Ω
µ
σΩ
ν
ρS2µν
σρ
+ Ω
µ
σΩ
ν
ρΩ
κ
λS3µνκ
σρλ
+ ΩµσΩ
ν
ρΩ
κ
λS3µνκ
σρλ
+ ΩµσΩ
ν
ρΩ
κ
θΩ
λ
τS4µνκλ
σρθτ (B.16)
with the definitions
S0 ≡
∫
M
d8xTr
(
−1
4
FµνF
µν +DµΦ¯D
µΦ− i
2
λα/Dαα˙λ
α˙ − i
2
λα˙/D
α˙αλα
+
1
2
[Φ, Φ¯]2 + λα˙[Φ¯, λ
α˙]− 1
2
λα[Φ, λα]
)
S1µ
ν ≡
∫
M
d8x
(
xνTr
(
FµσD
σΦ + [Φ, Φ¯]DµΦ− λα˙Dµλα˙
)
+
1
2
Tr
(
λα˙γµ
να˙
β˙λ
β˙
))
S1µ
ν ≡
∫
M
d8x
(
xνTr
(
FµσD
σΦ¯− [Φ, Φ¯]DµΦ¯ + 1
2
λαDµλα
)− 1
4
Tr
(
λαγµ
ν
α
βλβ
))
S2µν
σρ ≡ 1
2
∫
M
d8x xσxρTr
(
DµΦ¯DνΦ¯
)
S(1,1)2µν
σρ ≡
∫
M
d8x xσxρTr
(
Fµ
κFνκ + Fµν [Φ, Φ¯]−DµΦ¯DνΦ
)
S2µν
σρ ≡ 1
2
∫
M
d8x xσxρTr
(
DµΦDνΦ
)
S3µνκ
σρλ ≡
∫
M
d8x xσxρxλTr
(
FκµDνΦ
)
S3µνκ
σρλ ≡
∫
M
d8x xσxρxλTr
(
FκµDνΦ¯
)
S4µνκλ
σρθτ ≡ 1
2
∫
M
d8x xσxρxθxτ Tr
(
FµνFκλ
)
(B.17)
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B.4 Elimination des doublets triviaux
Dans la publication annexe´e A.4 nous avons utilise´ plusieurs fois le re´sultat suivant sur
l’e´limination des doublets triviaux en cohomologie. L’action de l’ope´rateur de Slavnov–
Taylor conside´re´ sur une fonctionnelle F se de´compose en la somme de l’action d’une
diffe´rentielle ς sur F et de l’anticrochet avec l’action Σ,
(
Σ,F
)
, qu’on note Σ∗F . ς
agit seulement sur un sous ensemble de champs, et sa cohomologie est triviale dans
le complexe engendre´ par ces derniers. On de´finit N l’ope´rateur qui compte le degre´
d’une fonctionnelle homoge`ne dans ces champs et on suppose l’existence d’une homotopie
trivialisante k, ve´rifiant {ς, k} = N et [N, k] = 0. L’action Σ se de´compose en ses vecteurs
propres de N comme Σ =
∑
n∈NΣ
(n). L’anticrochet est de´fini de telle sorte que kΣ(0) = 0.
On peut montrer a` partir de ces hypothe`ses que la cohomologie de l’ope´rateur de Slavnov–
Taylor Σ∗ + ς est isomorphe a` la cohomologie de Σ
(0)
∗ dans le sous-complexe annule´ par
N .
Si on de´compose l’e´quation de nilpotence de l’ope´rateur de Slavnov–Taylor sur les
valeurs propres deN , on obtient que l’ope´rateur Σ(0)∗ +ς est nilpotent et que ∆Σ ≡ Σ−Σ(0)
ve´rifie l’e´quation de courbure nulle
(Σ(0)∗ + ς)∆Σ +
1
2
(
∆Σ,∆Σ
)
= 0 (B.18)
dont la solution ge´ne´rale est similaire a` une forme de Maurer–Cartan
Σ∗ + ς = e
−V∗(Σ(0)∗ + ς)e
V∗ (B.19)
Nous allons montrer cette e´quation par re´currence, comme on re´soudrait l’e´quation de
Maurer–Cartan. Pour ce faire, notons que k de´finit une homotopie trivialisante de Σ(0)∗ +ς
sur les vecteurs propres de N de valeurs propres strictement positives. La de´composition
de (B.18) sur les valeurs propres de N donne au premier ordre
(Σ(0)∗ + ς)Σ
(1) = 0 (B.20)
qui implique que Σ(1) = (Σ(0)∗ + ς)kΣ
(1) et donc que
Σ∗ = e
−(kΣ(1))∗(Σ(0)∗ + ς)e
(kΣ(1))∗ +O(2) (B.21)
ou` O(n) de´note des ope´rateurs de valeurs propres de N supe´rieures ou e´gales a` n. La
nilpotence de Σ∗ + ς implique celle de e
V∗(Σ∗ + ς)e
−V∗ quelque soit V . Supposons que
(B.19) soit ve´rifie´e a` l’ordre n− 1,
eV
(n−1)
∗ (Σ∗ + ς)e
−V
(n−1)
∗ = Σ(0)∗ + ς +∆Σ
(n)
∗ (B.22)
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alors la nilpotence de eV
(n−1)
∗ (Σ∗ + ς)e
−V
(n−1)
∗ implique a` l’ordre n que
(Σ(0)∗ + ς)∆Σ
(n) = O(n+ 1) (B.23)
et donc que l’e´quation (B.19) est valable a` l’ordre n+ 1
Σ∗ + ς = e
−(V (n−1)+ k
n
∆Σ(n))∗(Σ(0)∗ + ς)e
(V (n−1)+ k
n
∆Σ(n))∗ +O(n+ 1) (B.24)
L’e´quation (B.19) implique trivialement qu’a` toute fonctionnelle F invariante sous
Σ∗ + ς correspond une fonctionnelle e
V∗F invariante sous Σ(0)∗ + ς et que la trivialite´ de
F = (Σ∗ + ς)Ψ est e´quivalente a` celle de e
V∗F = (Σ(0)∗ + ς)e
V∗Ψ. La restriction de la
cohomologie de Σ(0)∗ + ς a` la cohomologie de Σ
(0)
∗ dans le sous complexe annule´ par N
de´coule directement de l’existence de l’homotopie trivialisante k.
Notons que si ces cohomologies sont isomorphes, les repre´sentants de la cohomologie de
Σ∗+ς de´pendent des champs appartenant a` des doublets triviaux. Cette de´pendance peut
eˆtre calcule´e sans connaˆıtre explicitement la fonctionnelle V , en calculant re´cursivement
les termes ne´cessaires a` l’invariance de la fonctionnelle conside´re´e sous l’action de Σ∗+ ς.
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